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L'effet gyrostatique — ou effet gyroscopique — est un 
aspect particulier des manifestations de l'inertie que pré- 
sentent les solides animés d'une vitesse de rotation consi- 
dérable; lorsqu'il se manifeste, la matière semble douée de 
propriétés différentes de celles qu'on lui reconnaît d'ordi- 
naire et cela explique l'intérêt qu'ont toujours porté à 
l'étude de ce phénomène les philosophes et les mathémati- 
ciens. 

Abordé par les géomètres, le problème devait être traité 
dans toute son ampleur, il en est résulté que l'effet gyros- 
tatique, proprement dit, est à peine mentionné dans les 
traités classiques où il se trouve réduit au rang de cas 
particulier du mouvement d'un solide autour d'un point 
fixe. D'autre part, l'étude complète de cette dernière 
question révèle des difficultés analytiques très grandes, 
voire même insurmontables; peut-être ne faut-il pas 
chercher ailleurs l'origine de l'opinion assez répandue 
parmi les techniciens, suivant laquelle les phénomènes 
gyrostntiques sont difficiles à expliquer et ne peuvent être 
abordés que par uiie analyse élevée. Cela exphquerait, en 
même temps, que beaucoup d'entre eux connaissent très 
peu ce phénomène intéressant. 

Aujourd'hui, cependant, les grandes vitesses de rotation 
sont devenues courantes dans l'industrie, et les ingénieurs 
se sont trouvés aux prises avec le phénomène gyrosta- 
tique. Plusieurs l'ont étudié, tantôt pour empêcher ses 
manifestations gênantes, tantôt pour l'utihser dans des 
applications nouvelles. 

Les cas où l'effet gyrostatique intervient ^ans la tech- 
nique sont même devenus assez nombreux et il nous 
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a semblé qu'une étude systématique de ce phénomène, 
envisagé au point de vue de ses applications, ne manque- 
rait pas d'opportunité. 

Nous avons donc cherché à grouper en un ensemble 
aussi homogène que possible les questions, presque dispa- 
rntes, où intervient l'effet gyrostatique, en nous efforçant 
de montrer qu'elles peuvent être mises en équation et réso- 
lues avec une précision suffisante, par les méthodes cou- 
rantes de la dynamique et les éléments du calcul infinité- 
simal. 

Il faut évidemment, pour cela, quitter le domaine de la 
mécanique rationnelle pour entrer dans la voie des 
approximations qui caractérise la mécanique industrielle ; 
les résultats n'auront pas la précision de ceux que fourni- 
raient des méthodes rigoureuses, qu'importe, si les solu- 
tions sont plus simples et si elles suffisent à guider sûre- 
ment les réalisations pratiques. 

Les solutions approchées sont d'ailleurs inattaquables 
si Ton a soin de ne négliger que ce qui est réellement 
négligeable, ou de ne faire que des approximations dont 
on connaît la valeur. C'est la raison qui nous amènera 
plusieurs fois à comparer les résultats des formules appro- 
ximatives à ceux que fournit l'analyse complète. 

Pour faciliter ces rapprochements, nous avons rappelé 
dans un premier (chapitre, les principaux théorèmes de 
dynamique qui régissent les mouvements de rotation des 
soUdes, en suivant une marche qui nous paraît conduire 
simplement et rapidement au but. 

D'une manière générale, pour abréger l'exposé, nous 
îivons eu recours à la représentation vectorielle, en réser- 
vant remploi des équations de projection sur trois axes 
aux applications particulières. 
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DYNAMIQUE DES xMOUVExMENTS DE ROTATION 



I . Rotation. — Mouvement continu d'un solide autour 
d'un point fixe. — Mouvement continu LE PLUS générald'un 
SOLIDE. — La rotation est un déplacement caractérisé parle 
fait que, pendant le même temps, tous les points du solide 
tournent d'un même angle et dans le même sens autour d'une 
même droite appelée axe de rotation. Un mouvement de 
rotation est représenté à chaque instant par un vecteur OR 
dirigé suivant Taxe de rotation, dont la longueur est égale 
à la vitesse angulaire (en radians par seconde) et dont le 
sens est tel qu'en regardant dans la direction du vecteur, 
de l'origine vers l'extrémité R, l'on voie la rotation du 
solide s'effectuer dans le sens inverse du mouvement des 
aiguilles d'une montre (sens direct des astronomes, sens 
trigonométrique positif). 

Le mouvement élémentaire le plus général d*un solide 
peut toujours se réduire à une translation et à une rota- 
tion. Si un point du solide est astreint à rester immobile, il 
ne peut y avoir de translation, et le mouvement se ramène 
à une rotation dont l'axe passe par le point fixe. 

En général, le mouvement ne sera pas permanent et la 
rotationaura lieu autourd'unaxeinstantanéqui, sans cesser 
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de passer par le point fixe, se déplacera dans le solide et dans 
Tespace. On peut imaginer un cône fixe engendré dans 
l'espace par les positions successives de Taxe instantané, 
et un cône invariablement lié au solide formé par les posi- 
tions successives du même axe dans le solide. Ces deux 
cônes, dont le sommet est commun, seront à chaque 
instant en contact par une génératrice commune qui n'est 
autre que Taxe instantané de rotation, il s'ensuit que le 
cône lié au corps roule sans glisser sur le cône fixe. Telle 
est, sans doute, l'image la plus claire du mouvement con- 
tinu d'un solide autour d'un |)oint fixe. 

On peut étendre les mêmes considérations au mouve- 
ment continu le plus général d'un solide. En effet, le mou- 
vement élémentaire d'un solide pouvant se ramener à la 
coexistence d'une translation élémentaire d'un quelconque 
de ses points et d'une rotation autour d'un axe instantané 
passant par ce point, il suffit de considérer un même 
point pendant toute la durée du mouvement, pour dire que 
lo înouvement continu d'un solide peut se définir par le 
roulement d'un cône lié au solide sur un cône animé d'un 
mouvement de translation dans l'espace. 

2. Moments d'inertie. — Ellipsoïde d'inertie. — Le 
moment d'inertie d'un solide, par rapport à un axe, est la 
quantité 

I = l7nr^y 

r étant la distance à l'axe considéré de la masse élémen- 
taire m, la somme s'étendant à tous les points du solide. 
Supposons le solide rapporté à trois axes rectangu- 
laires; l'expression du moînent d'inertie, par rapport à une 
droite, |)assant par l'origine et dont les cosinus directeurs 
sonta, ^, y, est : 

I = aa2 4- ^fi2 -]-- cf — 'Zd[:>y — 2eo^y — 2fc^-^ (1) 

a, b, c, sont les moments d'inertie du solide, par rapport 
aux trois axes rectangulaires, d, e, /*. sont les produits 
d'inertie ^myz, Imzx, ^mxy. 
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Si Ton forme les moments d'inertie I par rapport à 
toutes les droites passant par un point donné du solide, 
et si Ton porte à partir de ce point, sur chaque direction 
des longueurs 

OP- ' 
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le lieu des points P constitue Vellipsoïde d inertie relatif 
au point 0. L'équation de cet ellipsoïde s'obtient en fai- 
sant dans l'équation (1) : 

On obtient ainsi : 

ax^ + hy^ + cz^ — "tdyz — tezx — 2/à?i/ = 1 (2) 

Dans le cas particulier où les trois axes coordonnés 

coïncident avec les axes de l'ellipsoïde, son équation prend 

la forme 

kx^ + Bi/« + C^^ = 1 , (3) 

A, B, C, sont les moments d'inertie du solide par rapport 
aux axes de l'ellipsoïde qui sont appelés pour cette raison 
directions principales (Tinertie au point 0. 

L'expression du moment d'inertie par rapport à un axe 
quelconque peut alors s'exprimer simplement en fonction 
des trois moments d'inertie principaux : 

I = Aa^ + B/5^ + Cy^ . (4) 

Propriétés principales : 

a) L'ellipsoïde d'inertie relatif au centre de gravité est 
dit ellipsoïde central d'inertie et ses directions jprincipales 
sont les a^xes centraux-, 

h) Le moment d'inertie d'un solide par rapport à une 
droite passant par le centre de gravité est plus petit que le 
moment d'inertie par rapport à une parallèle quelconque à 
cette droite. L'ellipsoïde central est par suite le plus grand 
des ellipsoïdes d'inertie relatifs aux différents points d'un 
solide; 

c) Pour que l'un des axes coordonnés OZ, passant par 
un point choisi comme origine des axes d'inertie soit 
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une direction principale, il faut que Téquation (2) de l'el- 
lipsoïde ne contienne pas de terme du premier degré en z ; 
ce qui revient à dire que les produits d'inertie Imœz et 
Imyz s'nnnulent; 

d) On démontre qu'un alignement quelconque, pris dans 
le solide ne sera généralement direction'principale d'inertie 
qu'en un de ses points. Les axes centraux jouissent seuls de 
la propriété d'être direction principale d'inertie pour tous 
leurs points ; 

é) Si l'ellipsoïde central présente un axe de révolution, 
les ellipsoïdes relatifs à tous les points de cet axe seront 
également de révolution. 

3. Moment des quantités de mouvement. — Moment 
CINÉTIQUE. — On appelle moment de la quantité de mou- 
vement d'une, masse élémentaire mj, par rapport à un 
point choisi comme origine, le produit de la quantité de 
mouvement vm^ par la longueur de la perpendiculaire 
abaissée du point-origine sur le vecteur de la vitesse v de 
la masse élémentaire considérée. 

En utilisant le langage de la géométrie vectorielle (*), on 
peut dire que le moment de la quantité de mouvement d'une 



(*; Les principes du calcul des vecteurs sont résumés dans la plupart 
des traités de mécanique récents. Nous nous bornerons à rappeler les 
définitions suivantes qui précisent ce qu*il faut entendre par produit de 
deux vecteurs : 

1*» Produit scalaire, — produit géométrique, — inner Produkt: c*est la 
grandeur scalaire égale au produit des longueurs des deux vecteurs mul- 
tipliés par le cosinus de l'angle compris. 

En passant aux projections, si a'ipizi et oc^y-^z^ sont les projections des 
deux vecteurs sur trois axes orthogonaux, on démontre que le produit 
scalaire a pour valeur XiX^^ -f- y^y^ + -sri-ff-. 

2<* Produit vectoriel, — moment géométrique, — àusser Produkt : c'est 
un troisième vecteur numériquement égal à l'aire du parallélogramme 
construit sur les deux premiers, normal à la fois aux deux premiers et 
dirijîé de façon qu'en regardant dans le sens du vecteur produit, l'extré- 
mité du vecteur multiplicande paraisse entraîné suivant la direction du 
vecteur multiplicateur dans le sens des rotations positives. Dans l'écri- 
ture, nous distinguerons la multiplication vectorielle par le signe opéra- 
toire V placé devant les deux vecteurs. 

D'après la définition du signe à attribuer au produit vectoriel, ce der- 
nier n'est pas indépendant de Tordre des facteurs et Ton a Ycib = — Vab, 
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masse élémentaire par rapport à un point origine, est égal 
au produit vectoriel du vecteur de position OA par le vec- 
teur AB représentant la quantité de mouvement. Ce pro- 
duit vectoriel se représente par un vecteur-nire OM égal à 
l'aire du parallélogramme OABC, normal au plan de ce 
parallélogramme et dirigé de telle façon qu'en plaçant l'œil 
en et en regardant dans la direction OM, l'extrémité A 
du vecteur OA semble entraînée suivant AB dans le sens 
des rotations positives (flg. 1.). 

On appelle moment résultant des quantités de mouve- 





Figure 1. 



Figure 2. 



ment d'un solide par rapport à un point-origine, la somme 
géométrique, ou résultante, des moments des quantités de 
mouvement de toutes les masses élémentaires du solide ; 
ce moment résultant se représente par un vecteur unique. 
Pour éviter la périphrase « moment résultant des quantités 
du mouvement ?», on peut se servir de l'une des expressions 
moment angulaire, couple acquis ou mom^ent cinétique, 
nous adopterons dans la suite cette dernière dénomina- 
tion (*). 



(*) Cette fonction importante, appelée par les auteurs anglais : moment 
of momentum, est désignée dans les ouvrages allemands récents sous 
les noms de impuls-vektor ou de drall. 
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Dans le cas d'un solide ayant un point fixe, ce point 
sera choisi comme point-origine par rapport auquel on 
évaluera les moments des forces extérieures, des vitesses, 
etc., ainsi que le moment cinétique que nous désignerons 

par ^ et qui sera défini par 

Nous savons d'autre part que le mouvement du solide 
se réduit à une rotation instantanée définie par un vecteur 

0) passant par le point fixe. 

Démontrons qu'en géiiéi*al les vecteurs ^ et w ne sont 
pas confondus en direction. 

Appelons v la vitesse instantanée de la masse élémen- 
taire dont la position est définie par rapport au vecteur w 

par le vecteur 7 ; on se reportant aux notations de la 
figure 1 on peut écrire : 

et de là : 

m. = lmYrv -\-lmY'zv . (5) 

Le vecteur du moment cinétique peut donc être consi- 
déré comme étant la somme des deux vecteurs suivants 
(fig. 2) : 

P) Un vecteur dirigé suivant l'axe instantané de rota- 
tion, dont la longueur peut être exprimée algébriquement 
par Iw, I étant le moment d'inertie du solide par rapport à 
l'axe instantané. En effet r et v sont perpendiculaires l'une 
sur l'autre et z; = ro>, par suite, la longueur du vecteur 
n'est autre que Imrv = (Imr^) w = Iw; 

2^) Un vecteur normal à la direction de l'axe instantané 
de rotation, dont la longueur peut être exprimée algé- 
briquement par Im . zv = (ùlmzr; ce vecteur n'est nul que 
dans des cas particuliers. Par exemple Imzr = si l'axe 
instantané de rotation contient les centres de gravité de 
toutes les sections faites dans le solide normalement à sa 
direction. D'une manière plus générale, imaginons trois 
axes orthogonaux OXYZ, l'axe OZ étant dirigé suivant 
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Taxe instantané, on pourra écrire r = x -\-y et le produit 
Imzr sera nul si Ton a à la fois Imzx = Imzy = 0, c'est- 
à-dire si Taxe instantané est dirigé suivant une direction 
principale d'inertie au point 0. 

Propriétés principales : 

a) Le moment cinétique n'est pas confondu en direction 
avec l'axe instantané de rotation (fig. 2). Pour que ces 
deux directions coïncident elles doivent être confondues en 
même temps avec une direction principale d'inertie au point 
fixe. 

h) Etant donnée la nature vectorielle du moment cinéti- 
que au point 0, il peut être considéré comme la résul- 
tante des moments des quantités de mouvement par rap- 
port à trois axes orthogonaux issus du point 0. 

Si les trois axes choisis sont les trois directions princi- 
pales au point 0, et si A, B, C, sont les moments d'inertie 

correspondants, w^, wy, w^ les projections de w sur ces 
trois axes on aura la relation vectorielle : 

M = A^ + B^ + C"^ . (6) 

d'où l'on déduit la relation algébrique 

m = A?<^J + B'^to/ + C*a>,« . (7) 

c) On sait que le moment résultant d'un système de vec- 
teurs (forces, masses, quantités de mouvement, etc.) par 
rapport à une droite est égal à la projection sur cette 
droite du moment résultant du système de vecteurs con- 
sidéré par rapport à un point quelconque de cette droite. 
En particulier, dans le cas d'un solide mobile autour d'un 
point fixe, la somme des moments des quantités de mouve- 
ment par rapport à une droite quelconque passant par le 
point fixe sera égale à la projection du moment cinétique 
sur cette droite. 

On déduit immédiatement de là que c'est par rapport à 
la direction du vecteur du moment cinétique que la somme 
des moments des quantités de mouvement est maximum. 

Le plan du moment cinétique^ normal au vecteur ^, 
jouit par suite de la propriété suivante : la somme des pro- 
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duits des masses élémentaires du solide par les aires ba- 
layées par les droites qui joignent ces masses au point fixe 
pendant un temps élémentaire est plus grande, en projec- 
tion sur ce plan, qu'en projection sur tout autre plan ; de 
là Texpression « plan du maximum des aires »» pour dési- 
gner le plan du moment cinétique. 

d) On peut donner une représentation précise des posi- 
tions relatives des vecteurs de la rotation instantanée et 
du moment cinétique en les considérant comme deux dia- 
mètres de Tellipsoïde d'inertie relatif au point fixe. L'é- 
quation de l'ellipsoïde rapportée à ses axes étant 

A^« + By^ + Cj2 = 1 . (3) 

Le vecteur de la rotation instantanée percera cet ellip- 
soïde à une distance -— : du point fixe et les coordon- 

nées du point de percée seront 

1 W.V 1 Wy 1 w. 

Le plan tangent en ce point aura pour équation : 

Ce plan est normal au vecteur du moment cinétique dont 
les cosinus directeurs sont précisément proportionnels à : 

Awj,; Bw^ Cw, . 

D'où l'on conclut cette proposition très importante : 
dans le mouvement d^un solide autour d'un point fixe 
l'axe instantané de rotation est conjugué au plan du mo- 
ment cinétique (théorème du plan diamétral conjugué). 

e) Le théorème des quantités de mouvement étendu 
aux moments conduit à l'énoncé suivant : l'accroissement 
du moment cinétique pendant un temps élémentaire est 
égal à l'impulsion élémentaire du couple résultant des 
forces extérieures par rapport au point fixe considéré. 

Cette proposition peut s'exprimer par : 

dm. = cdt ou -J^^^' ^^^ 
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s'il s'agit d'un couple à action continue, et par 



A^= Cdt 



(8') 



lorsqu'il s'agit d'un couple de percussion dont l'impulsion 
est représentée par \Cdt\. 

On peut donner de cette proposition l'énoncé suivant qui 
rappelle celui de Résal : La vitesse de F extrémité du vec- 
teur du mom£nt cinétique par rapport à wi point fixe 
est équipollente au couple résultant des forces extérieures 
par rapport au même point (flg. 3). 

f) Si le moment résultant des forces extérieures par 





Figure 3. 



Figure 4. 



rapport au point fixe est nul, le moment cinétique reste 
constant en grandeur et en direction, si de plus Taxe de 
rotation est direction principale d'inertie en ce point, le 
vecteur du moment cinétique sera confondu avec lui et le 
solide continuera à tourner indéfiniment autour du même 
axe qui restera fixe dans l'espace. 

Réciproquement, un solide ayant un point fixe peut 
tourner d'une manière permanente autour d'une direction 
principale en ce point sans qu'aucune force extérieure in- 
tervienne. (Axes permanents de rotation.) 

g) Si au contraire l'on veut astreindre un solide à tour- 
ner d'une manière permanente autour d'une droite donnée 
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passant par le point fixe — par exemple en le munissant 
d'un axe guidé dans des paliers — il faudra que des forces 
extérieures interviennent. L'axe imposé étant à chaque 
instant axe de rotation, nous pouvons former d'après la 
relation (5) le vecteur Sfïi correspondant (fig. 4). Ce vec- 
teur conservera une position invariable par rapport aux 
points du solide et participera avec eux au mouvement 
de rotation général autour de l'axe fixe ; en se reportant 

aux notations des figures 2 et 4 on a pour la vitesse w 

de l'extrémité du vecteur ^ : 

Cette vitesse est équipoUente au couple des forces exté- 
rieures qui doit être exercé sur le solide, d'où l'expres- 
sion de ce couple : 

C = V ^^ . (9) 

C'est un couple dont le plan est tournant en même temps 
que le corps, on voil immédiatement que la grandeur nu- 
mérique de ce couple est exprimée par C =^ w* 2 mrz . 

Réciproquement, si un solide tourne autour d'un axe 
quelconque, il exercera sur ses appuis un couple de réac- 
tion tournant, égal et contraire au précédent. 

C^ = — C = Vlrcw 

Dans les réalisations matérielles, ce couple doit être 
neutralisé parles pressions des paliers sur l'axe ; c'est lui 
qui accentue l'usure des coussinets dans les machines com- 
portant des organes qui ne sont pas dynamiquement équi- 
ibrés ; c'est-à-dire qui ne tournent pas autour d'un axe 
permanent ou d'un axe qui soit principal d'inertie au 
moins pour un des paliers. 

4. Force vive. — Energie cinétique. — On appelle force 
vive d'un point matériel, le produit mv^ de sa masse par 
le carré de sa vitesse ; et force vive totale d'un système 
la somme des forces vives des points qui le composent. 

Si le mouvement se réduit à une rotation, la force 
vive totale peut être exprimée par 

^ = I «« (10) 
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w étant la vitesse angulaire et I le moment d'inertie par 
rapport à Taxe instantané de rotation. 

Si la vitesse w est définie par ses composantes (ù^ w^ w, 
autour des trois axes d'inertie principaux on peut donner 
à l'expression (10) une forme plus pratique en remplaçant 
I par sa valeur donnée par la relation (4), on trouve ainsi 

En remarquant que w^ w^ «^ sont précisément les pro- 
duits de w par les trois cosinus directeurs a /3 y, on ob- 
tient 

^ = A(ùJ + Bco/ + C«/ . (11) 

Dans le cas du mouvement le plus général d'un solide, 
translation d'un point du système superposée à une rota- 
tion autour d'un axe passant par ce point, on peut expri- 
mer la force vive en fonction des deux vitesses de trans- 
lation et de rotation. L'expression assez compliquée se 
simplifie si le point-origine choisi est le centre de gravité, 
dans ce cas en effet on peut écrire 

ce qui exprime que la force vive totale est égale à la force 
vive de la masse totale supposée concentrée au centre de 
gravité plus la force vive de rotation autour de ce centre 
considéré comme fixe. 

Remarque : La force vive est une quantité essentiel- 
lement positive, à laquelle ne s'attache aucune idée de 
direction ni de sens, elle n'est pas susceptible de repré- 
sentation vectorielle. 

Propriétés principales : 

a) La variation de la force vive totale d'un système 
pendant un intervalle de temps donné est égal au double 
du travail de toutes les forces (extérieures et intérieures) 
appliquées au système pendant cet intervalle de temps^ 
(théorème des forces vives). 

'' = ' ds 
^j _ ^^ = lm{v,^ — I?,*) = 21 Y—dt 



'i2_i;,t)=2 



dt 

= 
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h) La demi force vive totale d'un système à un instant 
quelconque est égale à la somme des travaux de toutes 
les forces appliquées à ce système depuis qu'il a quitté 
Tétat de repos absolu ; cette quantité est Vénergie ciné- 
tique du système. 

2 2 

e) Dans le cas d'un mouvement de rotation, la force 
vive, Iw« est égale au produit scalaire du moment 
cinétique "^ par la vitesse instantanée de rotation. En 
effet, Iw est la composante du moment cinétique suivant 
Taxe instantané de rotation, en d'autres termes c'est la 
projection de ^^î- sur le vecteur-rotation, et Iw . w n'est 
autre que le produit scalaire de ^l par w, nous pouvons 
donc écrire 

^=sr,,Z (12) 

en ne perdant pas de vue qu'il s'agit d'un produit sca- 
laire, on peut écrire algébriquement 

'© = ^l,(o.cos^ (12') 

5. Moment centrifuge. — Lorsqu'un solide tourne 
autour d'un axe quelconque, chaque élément de masse m^ 
est soumis à une réaction d'inertie centrifuge normale à 
l'axe de rotation et égale à Wi^^r, les réactions d'inertie 
de l'espèce appliquées à toutes les masses élémentaires du 
système peuvent se réduire, comme tout système de vec- 
teurs ou de forces, à une résultante et à un couple qui 
seront neutralisés à chaque instant par la rigidité de l'axe 
et la fixité des appuis. 

Si le solide est mobile autour d'un point fixe, la résul- 
tante passera par ce point et sera, à chaque instant, équi- 
librée par la résistance de l'appui. Quant au couple, on 
peut le considérer comme la somme géométrique des mo- 
ments des réactions centrifuges élémentaires par rapport 
au point fixe, nous l'appellerons moment centrifuge et 
le désignerons par M^. 

La réaction d'inertie centrifuge élémentaire m^^î^r peut 
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être représentée par un vecteur parallèle à r, w^ étant con- 
sidéré comme un facteur sans direction, le moment de cette 
réaction élémentaire par rapport au point o sera 



et par suite 

M^, d'après cette égalité, est un vecteur perpendiculaire au 

vecteur ImN zv et, en même temps, perpendiculaire à z, 

c'est-à-dire à w ; M^ est donc normal à la fois à ^ et à w, de 
plus, sa longueur peut être exprimée 
algébriquement par w . tùlmzr, ce qui 
est égal à l'aire du rectangle construit 
sur ^Imzr et », comme la première de 
ces deux longueurs n'est autre que la 

projection de ^ sur une normale à w, on 
peut dire que M^ ne diffère pas du pro- 
duit vectoriel de ^ par w et l'on peut 
écrire : 



M. = V^t« 



(12) 




Figure 5. 



Propriétés principales : 

a) Le moment centrifuge d'un solide 

mobile autour d'un point fixe est égal au produit vectoriel 
du moment cinétique par la vitesse angulaire; 

b) Si le solide tourne autour d'une direction principale 

d'inertie, w et '^ sont confondus en direction, leur produit 
vectoriel et par suite M^ est nul. Les réactions d'inertie se 
font rigoureusement équilibre ; 

c) Si l'on veut faire tourner un solide autour d'un axe 
qui n'est principal en aucun de ses points, le mouvement 
ne pourra se maintenir que si l'on exerce à chaque 
instant, sous forme de pressions sur l'axe, un moment 
tournant C défini par : 

C = — m", = v«lnï 

et algébriquement égal à tù^lmzr. 
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Nous retrouvons ici par la considération du moment 
centrifuge le résultat obtenu par une voie toute différente 
au n^ 3, g. 

6. Equations générales du mouvement d'un solide au- 
tour d'un point fixe. — Les forces qui sollicitent le solide 
pourront toujours se résoulre en une résultante passant 
parle point fixe, sans effet sur le mouvement que nous 

étudions, et un couple C par rapport au point fixe. 

D'autre part, à Tinstant où nous commençons à le con- 
sidérer, le solide possède, en vertu d'actions antérieures, 

un certain moment cinétique ^. 

Le couple C aura pour effet de modifier continuellement 

le vecteur ^ en grandeur et en direction suivant la rela- 
tion connue (n^ 3) : 



On se souviendra que les grandeurs -7- et G de cette 

équation sont rapportées à l'espace fixe. 
Le mouvement du solide est entièrement défini si Ton 

connaît, à chaque instant, la grandeur du vecteur w de sa 

rotation instantanée et la position de ce vecteur dans le 

solide et dans l'espace (voir n'* 1). 

dK 
La vitesse absolue -y- de l'extrémité du vecteur ^^ peut 

dt 

être décomposée en deux parties : d'une part, sa vitesse 

relative par rapport au solide que nous représenterons par 

dM^ 

—r^ , et, d'autre part, une vitesse d'entraînement qui n'est 
dt 

autre que le trajet effectué, par unité de temps, par la 
pointe du vecteur ^ supposé entraîné avec le solide dans 

la rotation w de celui-ci. 

Cette vitesse d'entraînement s'obtient en formant le 
produit de la vitesse angulaire w par la longueur de la 
perpendiculaire abaissée de l'extrémité de ^ sur l'axe 
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instantané, soit, en d'autres termes, le produit vectoriel de 

w par ^. 

L'équation (8) devient, dès lors : 



__r4.Va)Sil = c . (14) 

Telle est l'équation différentielle, sous forme vectorielle, 
qui définit, à chaque instant, la grandeur et la direction du 
vecteur w en fonction du couple extérieur. 

Pour passer aux applications, il faut recourir aux équa- 
tions de projection sur trois axes. 

Choisissons un système d'axes orthogonaux Oœyz ayant 
son origine au point fixe et invariablement lié au solide. 

Appelons_<^, ^^y^^,; w^, w^, «o,; C,, C^, C,, les pro- 
jections de ^, w, et C sur ces trois axes mobiles. 

L'équation vectorielle (14) donne naissance aux trois 
équations de projection 



dHfi^ 
dt 


- Sll^w, 


+ 


M^w^ 


Cjp , 


dt 


-§ll,w. 


+ 


cflU^O», 


C^ , 


d^K 


^ #.v 


1 


Sfiîî *.* 


n 



(15) 



dt 



Si les axes ocot/z invariablement liés au corps sont choisis 
coïncidant avec les directions principales d'inertie au point 
fixe, nous savons que l'on aura Siïi^ = A",, ^y = Bw^,, 
SU, = C«, d'où 

A^-(B-C)«,«, = C, (16) 

B^-(C-A)a..«, = C, (17) 

C^-(A-B.)a,,a,, = C. (18) 
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Ce sont les équations d'Euler; elles ont un caractère un 
peu moins général que l'équation (14) ou les équations (15) 
dont elles ont été déduites. Les équations d'Euler fournis- 
sent à chaque instant les variations des rotations w^, w^, co, 
autour des axes principaux en fonction des projections du 
couple des forces extérieures sur ces mêmes axes. 

Pour exprimer la loi du mouvement du solide, il faut leur 
adjoindre des relations cinématiques exprimant les rota- 
tions w^, '«>^, w^ en fonction de la position occupée par le 
trièdre mobile oxyz par rapport à un trièdre de référence 
fixe. On utilise à cette fin les formules d*01inde Rodrigue 
ou les angles d'Euler cp, ^^ o et leurs dérivées par rapport au 
temps (*) . 

On se trouve finalement conduit à un système de six 
équations (16) à (21) différentielles du premier ordre entre 
les inconnues m^, w^, «,, o, ^, 0, et le temps. L'intégration 
est en général impossible parce que C^.,.C^. C„ projections 
du couple des forces extérieures sur les axes mobiles, sont 

elles-mêmesdes fonctions de 'P,'i^, 6, t-, i et — . 

at ai dt 

L'intégration n'a pu être faite que dans trois cas parti- 
culiers, et même alors, elle donne lieu à des solutions trop 
compliquées pour pouvoir être introduites dans la mécani- 
que appliquée. 

Sans nous appesantir davantage sur cette question (**), 



(*j On trouve la définition des trois angles d'Kuier dans tous les traités 
classi(iues de mécaniciue. ainsi que la démonstration des trois formules 
suivantes : 

6 .V = — - cos v -h T- sin SU) V . (19i 

dt dt 

rf6 de 

«y = -f sin cos y — -• sin j^ . (?0,) 

dt at 

u.: = --, -f- 37 COS . (21) 

dt dt 

[**] La bibiioj^M-apliie, à la lin de cette étude, donne l'indication des prin- 
i ipaux mémoires dans lesciuels la tliéorie du mouvement d'un corps so- 
lide autour d'un point llxe a été établie et successivement perfectionnée. 

On trouvera un admirable exposé de l'ensemble de la question dans le 
Traité de MOcfinique rntUniucUc de M. Appell (tome II. c!i. XXj, où sont 
é^'alemenl signalés les travaux d'analyse qui se rapportent à ce problème 
important. 
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rappelons que les deux cas principaux où une solution 
rigoureuse a été donnée sont les suivants : 

Premier cas. — C^^ = C^ = C^ = les forces extéi'ieures 
sont nulles, se font équilibre ou donnent lieu à une résul- 
tante unique passant par le point fixe; c'est le cas dit de la 
rotation naturelle qui sera traité plus loin (n° 7). 

Deuxième cas, — L'ellipsoïde d'inertie du solide au point 
fixe est de révolution et de plus les forces extérieures se 
réduisent à une force unique de direction constante et 
appliquée en un point de l'axe de résolution. C'est le cas de 
la toupie idéale qui interviendra au chapitre III, para- 
graphe I. 

7. Rotation naturelle. — Lecas où les couples C;^, C^, C^ 
sont nuls se rencontre notamment pour un solide pesant, 
suspendu par son centre de gravité mis en mouvement par 
une cause quelconque, lorsque, l'action extérieure ayant 
cessé le mouvement se continue comme une conséquence 
de la seule loi de l'inertie. Ce serait aussi le cas du mou- 
vement autour de son centre de gravité, d'un projectile 
lancé dans le vide. 

On peut obtenir la loi du mouvement par une voie pure- 
ment analytique (*) grâce à la simplification des équations 



{*) Voici la marche suivie clans cette méthode. On part des équations 
d'Euler (16) (17) (18) dont les seconds membres sont nuls Cx = Cy = C» 
==0; on en obtient aisément deux intéi?rales. 

En multipliant les trois équations respectivement par wjr, o>y et «* , 
et en additionnant, une intégration immédiate donne 

Ac-;r* -i- B V + C«*« = t^, (22) 

En opérant de même après multiplication pîir Ao^x, B^^ et C(^c , on 
obtient 

A«;r« X B«v« + Cwc* = Snio' (23) 

^oOt ^0 sont deux constantes dont la signification se déduit directement 
des définitions rappelées aux n°» 3 et 4, équations (7) et (11). Ces deux 
équations expriment, en effet, qu*en l'absence de force extérieure, la force 
vive comme le moment cinétique du système restent constants. Ici comme 
dans beaucoup de problèmes de mécanique, Tapplication des thorèmes 
généraux de la force vive et du moment cinétique aurait permis d'écrire 
directement deux intégrales. 
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d'Euler, mais la solution, bien que complète, est loin de 
définir le mouvement (lune manière aussi frappante que la 
méthode géométrique de Poinsot (5), dont la représentation 
vectorielle permet un exposé très rapide : 
Comme il n'y a aucune force extérieure appliquée, la 

force vive *5 sera constante et le vecteur ^'^ du moment 
cinétique restera constant en grandeur et direction : 

« = «^ , sa^mr^. (22 et 23) 

Nous savons par le théorème du plan diamétral conjugué 
(n^ 3, d] que la direction de Taxe instantané de rotation 
sera à chaque instant conjuguée à la direction du plan du 

moment cinétique normal à «^o. si donc nous considérons 

le point R' où le vecteur w perce l'ellipsoïde d'inertie, le 
plan tangent à l'ellipsoïde en ce point sera à chaque instant 

normal à "^ (fig. 6). 
D'autre part, nous avons vu {n9 4, é) que ^ est égal au 

produit scalaire des vecteurs ^ et il, c'est-à-dire au produit 
des grandeurs de ces vecteurs par le cosinus de l'angle 
qu'ils font entre eux, nous déduisons de là : 

^ ^ 

iù . cos (o.m = — ^ . (24) 



Aux deux intégrales (22) et (23), joignons rune des équations d*Euler, 
réciuation (18), par exemple : 

En éliminant t^x et «y entre ces trois équations, en tirant par exemple 
des deux premières 

«** ^= fi («r') et Oi^ = /•(««*) 

On trouve en introduisant ces valeurs dans (18) : 

Cdots 



dt=: 



(B-A) [/f^ (w,«) . /; ((«,«) 

On se trouve en présence d'une intégrale elliptique qui conduit pour 
oig à une fonction doublement périodique du temps ; en introduisant cette 
fonction dans les expressions de w* et de wj, , on trouve également pour 
ces deux quantités des fonctions doublement périodiques de t. 

Enfin, en utilisant les relations cinématiques (19) (20) (21) du n» 6. 
on arrive par des quadratures à exprimer les trois angles d'Euler en 
fonction du temps. 
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Cela revient à dire, puisque ^q et Sfd^ sont constants, que 
lextrémité du vecteur rotation ne sort pas d'un plan p nor- 
mal k ^ et situé à une distance du point fixe égale à : 



OM 



« 







Sfïi 







Les deux triangles semblables OMR et OM R nous 




Figure 6. 



Figure 7. 



permettent d'exprimer la distance au point fixe du plan 

tangent en R' : 

^ 1 

OM' = --2. . — - , 

et en remarquant qu'à chaque instant Iw^ = "5 = *o > on 
aura : 



0M' = 



8f\i 



(25) 







Cette distance est constante. Le plan tangent />' est donc 
invariable comme le plan p et l'on peut énoncer la propo- 
sition suivante : 

Le solide abandonné à son inertie se meut de telle sorte 
que son ellipsoïde d'inertie relatif au point fixe ne cesse 
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dêtre tangent à un plan mvariable. Le rayon veHeur du 
pomt de contact donne la position de F axe instantané et sa 
longueur est proportionnelle à la vitesse insta^itanée de 
rotation. 
On pourrait aussi donner l'énoncé suivant : 
Ij extrémité du vecteur rotatio7i se trouve à chaque 
i^istant au point de contact dun ellipsoïde homothétique à 

V ellipsoïde dinertie {le rapport dhomothétie étant l/^^o)^ 
et dun plan invariable normal au vecteur du moment 

cinétique, situé à une distance du point fixe égale à^^ . 

Les positions successives du point de percée R'. souvent 
appelé pôle de la rotation, déterminent à la surface de 
Tellipsoïde d'inertie une courbe gauche, la polhodie, et dans 
le plan tangent une courbe [)lane, Therpolliodie. Ces deux 
courbes forment les bases des deux cônes dont il a été 
question au n° 1 et qui se trouvent ici complètement 
définies (*). 

La polhodie est le lieu des points de Tellipsoïde d'inertie 
dont les plans tangents sont à la même distance du centre 
de l'ellipsoïde. Il existe à la surface d'un ellipsoïde une 
infinité de polhodies, réparties en quatre séries, ce sont 
des courbes fermées sans point d'inflexion (fig. 7). 

L' herpolhodie est une courbe plane qui en général ne se 
ferme pas, mais fait un nombre infini de circonvolutions 
autour du point M' de la figure 6 eu restant comprise 
entre deux cercles concentriques (**). 

(*) L*image de Poinsoi permet de se représenter exactement les posi- 
tions successives du corps, mais en supposant que Ton construise un mo- 
dèle réalisant matériellement les deux cônes, il faudrait encore, pour 
reproduire complètement le mouvement, que le cône roulant soit animé 
à chaque instant d'une vitesse ancrulaire proportionnelle au rayon vec- 
teur de l'ellipsoïde. 

On est arrivé à réaliser cette condition grâce à la remarque suivante, 
solide estimée autour de l'axe invariable du moment cinétique est con- 
stante (équation 24). Cette considération a permis de reproduire complé- 
ta projection de w sur 5^ est constante et par suite la vitesse angulaire du 
tement le mouvement de la rotation naturelle pour les modèles cinéma- 
ti(iues de Sylvestre [iS) et riierpoiliodo^raphc de Darboux et Kœnigs {55). 

{**) Pour la détermination analytique de ces deux courbes, voir Appell, 
Traité de Mécanique rationnelle. 
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8: Cas particulier ou l'ellipsoïde d'inertie est de 
RÉVOLUTION. — Lorsque les trois axes de Tellipsoïde relatif 
au point fixe sont inégaux, les mouvements que définit très 
clairement la représentation géométrique de Poinsot sont 
encore très compliqués. Dans la pratique, heureusement, 
on a le plus souvent affaire à des solides dont l'ellipsoïde 
est de révolution et la représentation du mouvement devient 
alors notablement plus simple. 

Dans ce cas, en effet, d'après leur définition géomé- 
trique, les polhodies seront 
des parallèles de l'ellipsoïde 
de révolution et, par suite, 
le mouvement se ramène au 
roulement d'un cône de révo- 
lution sur un autre. Les her- 
polhodies comme les polho- 
dies sont circulaires. 

Le plan tangent à l'ellip- 
soïde au pôle de la rotation 
instantanée sera normal au 
plan méridien de l'ellipsoïde 
qui contient ce pôle et le 
vecteur du moment cinétique 
normal au plan tangent sera 
contenu dans le même plan 
méridien. Les trois vecteurs OF, OR et 0^, axe de figure, 
axe instantané de rotation et vecteur du moment cinétique, 
sont donc contenus dans un même plan. 

Considérons l'ellipse méridienne correspondant à ce plnn 

(fig. 8), soient a == —-z et c == — -z ses axes, le second c 

coïncidant avec l'axe de figure de l'ellipsoïde, nous savons 
que OR et le plan normal à 0^ sont deux éléments conju- 
gués de l'ellipsoïde, dans ce cas particulier OR et une nor- 
male à 0^ seront deux directions conjuguées de l'ellipse 
méridienne et nous aurons (fig. 8) : 




/ 



Figure 8. 



tanga.tang/3= — 



a' 



2 
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OU 



tanga 



a' 



C 
À 



m 



tangy c^ 

Relation très simple qui fixe les positions relatives des 
trois vecteurs OR, O^, OF dans leur i)lan, en fonction de 
la forme de l'ellipsoïde. 

On peut immédiatement distinguer deux cas : 

1^) Ellipsoïde d'inertie aplati (fig. 9). De ce que C> A on 
a «>•/, Taxe du moment cinétique est compris dans 





Figure 9. 



Figure 10. 



l'angle FOR, par suite, le cône de polhodie roule sur la 
surface intérieure du cône d'herpolhodie. 

2^) Ellipsoïde allongé (fig 10). Ici 0< A et a>y, le vec- 
teur du moment cinétique est extérieur à l'angle FOR et 
le cône de polhodie roule sur la surface extérieure du cône 
d'herpolhodie. 

Les figures 9 et 10 se rapportent respectivement au cas 
d'un disque pour lequel G = 2A (c = 0.706a), et au cas 

d'un projectile d'artillerie C = -A(c = 2a); le point 

correspcmdant au centre de gravité. 



9. Axes permanents de rotation. — Rotation stable 
ou INSTABLE. — Daus uu mouvcmcnt de Poinsot, le vec- 
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teur-rotation se déplace continuellement en décrivant un 
cône autour du vecteur du moment cinétique, qui seul 
reste fixe et que nous pouvons appeler directrice dv mou- 
vement ou axe du mouvement de Poinsot. 

La rotation ne sera permanente, ou encore, le vecteur 
OR ne sera constant en grandeur et en direction, que s'il 
est confondu avec le vecteur 0^^ et cela ne peut avoir lieu 
que si la rotation a lieu autour d'une direction principale 
d'inertie au point fixe. Dans ces conditions, en effet, la 
polhodie se réduit à un point et l'axe OR est confondu avec 
la direction fixe 0^^^. 

Il n'y a donc que trois axes permanents de rotation ; ils 
ne jouissent cependar/t pas exactement des mômes pro- 
priétés car ils ne donnent pas lieu à des rotations égale- 
ment stables. 

Si les trois axes de l'ellipsoïde sont inégaux, la rotation 
est stable autour du grand axe et autour du petit axe, 
elle est instable autour de l'axe moyen. En effet, si le 
corps subit, par exemple, un choc qui déplace infiniment 
peu le vecteur du moment cinétique, les trois vecteurs 
0^, OR et OF se séparent. 

Si la rotation avait lieu autour du grand axe ou du petit 
axe, axes a ou c, figure 7, ces trois vecteurs se séparant 
infiniment peu, le mouvement subséquent serait caracté- 
risé par une polhodie infiniment petite et le mouvement 
du système, infiniment peu modifié, serait donc stable. 

Si, au contraire, le solide tourne autour de l'axe moyen, 
axe b, figure?, une petite déviation du vecteur 0-^ amènera 
le pôle de la rotation en un point différent de Textrémité 
de l'axe moyen et appartenant, par conséquent, à l'une 
des plus grandes polhodies de l'une des quatre séries dont 
il a été question plus haut. L'axe instantané de rotation 
s'écartera alors de sa position initiale d'une quantité 
finie dans le corps et dans l'espace, c'est bien un axe 
instable . 

Si l'ellipsoïde d'inertie est de révolution, son axe de 
figure est le seul qui soit entouré de polhodies concen- 
triques; pour les mêmes raisons que Taxe maximum et 
l'axe minimum du cas précédent, il sera stable et il sera 
le seul axe stable. 
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Si Tellipsoïde d'inertie se réduit à une sphère, ui. 
moment cinétique de direction quelconqu(î donne lieu à 
une polhodie réduite A un point; chaque diamètre de la 
sphère constitue donc un axe permanent et possède les 
caractères d'un axe stable. 

10. Soude mis kx mouvement par une percussion. 

1°) Solide mobile autour de son centre de graxnté main- 
tenu fixe : 

Une percussion, dont l'alignement ne passe pas par le 
centre de gravité du solide percuté, fera apparaître à 
l'instant final de la percussion un moment cinétique donné 
par la relation 

^rï = VI I ?dt I (27) 

/ est la distance de la direction de la percussion au point 
fixe, I ?dt I représente l'impulsion de la percussion, le plan 
passant par le point fixe et par l'alignement de la percus- 
sion, que nous pouvons appeler plan de la percussion, n'est 
autre que le plan du maximum des aires et il définit la 
direction du vecteur «^. 

Nous avons vu plus haut que l'axe instantané de rota- 
tion est conjugué à la direction du plan du moment ciné- 
tique. Cela permet de trouver la direction de Taxe de 
rotation dans le solide à la fin de la percussion, le mouve- 
ment ultérieur sera un mouvement de Poinsot. 

Pendant la percussion, le point fixe subira une réaction 
brusque (répercussion). 

2^) Solide libre : 

La percussion excentrique sera décomposée en une per- 
cussion appliquée au centre de gravité qui déterminera la 
vitesse de translation du centre de gravité, et un couple de- 
percussion qui produira un mouvement de Poinsot autour 
du centre de gravité. 

3°) Solide possédant un axe fixe : 

En formant le moment de la percussion par rapport à 
l'un des points de l'axe fixe on obtient le moment cinétique 
développé en ce point à l'instant final de la percussion. 
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En général, ce vecteur ^ différera en direction de Taxe 
fixe. Nous avons vu plus haut {n^^ 3,^ et 5, c) moyennant 
quel couple tournant extérieur appliqué à l'axe, le mouve- 
ment de rotation peut avoir lieu autour de celui-ci, ce 
couple devant provenir ici des réactions des appuis définira 
entièrement ces der- 
nières. 

Pendant la durée de 
la percussion, avant que 
le mouvement de régime 
ne s'établisse, l'axe 
subit des réactions 
ayant également ce ca- 
ractère de percussions 
(répercussions). 

On peut se proposer 
de chercher dans quelles 
conditions l'axe ne su- 
ivra aucune repère us- 
sionj il suffit évidem- 
ment pour cela que Taxe soit instantané de rotation 
pendant la durée de la percussion. 

Imaginons que le solide soit libre, soit G son centre de 
gravité, P Tnlignement de la percussion ; le plan déter- 
miné par G et P est le plan de la percussion et nous 
pouvons former le moment cinétique relatif au point G, il 
aura pour longueur avec \ei< notations de la figure 1 1 ; 




Figure 11. 



^Tt = VI ! Pdt 



(27) 



L'axe instantané de rotation correspondant sei'a GR 
dont la direction est conjuguée au plan GP considéré 
comme plan diamétral de l'eUipsoïde d'inertie au point G; 
appelions I le moment d'inertie par rapport à OR, nous 
aurons (n° y, c) : 

1(0 =.^ c'il cos . 

Le solide tourne donc autour de fiR avec une vitesse 
angulaire w, mais en même temps, il subit une translation 
GG' avec une vitesse v déterminée par le théorème du 
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mouvement du centre de gravité, si M est la masse du 
solide, on a 

Uv = I Pdt I 

La droite du système qui restera absolument immobile 
sera donc une parallèle R'R" à GR à une distance p^ telle 
que 

En éliminant P, v, w, ^ entre les quatre équations qui 
viennent d'être écrites, on trouve : 

i, = Pj/eosa. (28) 

M 

Appelions p^ la distance de R'R" à P, on obtient : 

I I + Mp,^ 

En remarqunnt que I + Mo^^ ^g^ [q moment d'inertie 
du solide autour de R'R" et en désignant par k le rayon 
de gyration correspondant, on peut écrire : 

k' = PiP, . (28') 

Cela nous permet de déduire les conclusions suivantes : 

1*^) La ligne d'action de la percussion doit être contenue 
dans le plan diamétral de Tellipsoïde central, conjuguée à 
la direction de Taxe R'R"; 

2^) Elle doit être perpendiculaire à Taxe R'R" ; 

3*) Elle doit se trouver du même côté que le centre de 
gravité par rapport à Taxe R'R" et à une distance p^ donnée 
par k^ = P1P2 . 

Si l'on mène par le centre de gravité une infinité de 
directions telles que GR, et les plans diamétraux conju- 
gués qui leur correspondent, on remarque que la seconde 
condition ne peut être en général satisfaite que pour une 
direction dans chaque plan; elle ne pourra être satisfaite 
par toutes les directions du plan que pour les plans prin- 
cipaux. 

Une percussion dont l'alignement satisferait aux deux 
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dernières conditions sans satisfaire à la première peut être 
décomposée de manière à se ramener à une percussion 
satisfaisant aux trois conditions et à une percussion appli- 
quée en G et dirigée parallèlement à R'R". Dans ce cas, 
le mouvement acquis après le choc se compose d'une 
rotation établie sans répercussion sur Taxe R'R" et un 
glissement le long de cet axe. D'où la distinction entre les 
lignes d'actions rotatives et les lignes d'actions hélicoï- 
dales [Anspach {93)]. 

Si un solide est porté par un axe passant par son centre 
de gravité, il est impossible de le mettre en mouvement 
par une percussion sans que Taxe subisse iine répercus- 
sion. 

1 1 . Mouvement d'un solide autour d'un point fixe dans 
le cas général ou il v a des forces extérieures. — géné- 
RALISATION DE l'image DE l*oiNSOT. — Ou a VU au n° 6 
à quelles difficultés l'on se heurte si l'on cherche à 
résoudre complètement le problème du mouvement d'un 
solide ayant un point fixe. La représentation géonjétrique 
de Poinsot permet cependant de se faire une idée de la 
solution. 

En effet, supposons qu'à l'instant initial, le moment 
cinétique soit représenté par le vecteur O'^o> à cet instant 
le mouvement élémentaire du solide se ramène au roule- 
nientde son ellipsoïde d'inertie sur le plan normal à O^o à la 
distance OM'o du point fixe. 

Si l'on connaît à chaque instant les forces sollicitantes 
(qui se ramènent à un couple C) on pourra former le lieu 
(les extrémités du vecteur 0^. 

Pour chacune des positions sucessives 0«^ri^),0<^i, 0^2.., 
on peut déterminer les points correspondants M'^,, M'i,MV , 
qui définissent les plans tangents sur lesquels l'ellipsoïde 
roule pendant les intervalles de temps dt successifs autour 
d'axes instantanés que l'on pourrait construire également 
avec les vitesses angulaires instantanées qui s'en dédui- 
sent. 

On pourrait donc déterminer par une construction géo- 
métrique la position de l'ellipsoïde à la fin de chaque inter- 
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valle de temps dl en fonction de la position qu'il occupait 
au commencement de ce temps. De proche en proche, le 
mouvement pourrait être ainsi complètement représenté. 

En reprenant l'expression : ^ directrice du mouvement 
de Poinsot « pour désigner la direction du vecteur ^, nous 
pourrons résumer ce qui précède en disant que dans le cas 
général : le solide exécute U7i mouvement de Poinsot 
autour dune directrice variable qui n'est autre que le 
vecteur du moment cinétique entraîné sous Pi^ifluence des 
forces extérieures. Nous aurons l'occasion d'utiliser cette 
définition plus loin (n°^33, 30, 49). 

Il est à peine besoin d'ajouter que dans le cas d'un 
solide sans aucun point fixe le mouvement s'obtiendrait 
en superposant au mouvement du centre de gravité le 
mouvement de Poinsot généralisé qui vient d'être défini. 



CHAPITRE II 



L'EFFET GYROSTATIQUE 



I. — Caractères particuliers des oyrostats. — 

ÉQUATION DE l'eLTET GYROSTATIQUE. 

12. Définitions. — Gyrostats. — Il résulte des théo- 
rèmes rappelés au chapitre précédent que lorsque dans les 
applications industrielles on cherchera à maintenir un 
solide en rotdtion, il faudra, pour éviter d'imposer aux 
appuis des réactions préjudiciables, que le mouvement 
soit communiqué autour d'une direction du solide réu- 
nissant les trois conditions suivantes : 

P) Passer par le centre de gravité ; 

2^) Être un axe principal d'inertie pour annuler le 
moment centrifuge ; 

3**) Être un axe principal stable. 

Nous n'envisagerons donc que des solides tournant au- 
tour d'une direction centrale d'inertie entourée de polho- 
dies concentriques. 

En pratique même, et sauf indication contraire, nous 
n'aurons affaire qu'à des solides de révolution, ou, ce qui 
revient au même au point de vue dynamique, à des solides 
à ellipsoïde central de révolution tournant autour de l'axe 
de figure de cet ellipsoïde. 

Imaginons que l'on s'efforce de faire tourner autour de 
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son axe de figure, un solide de Tespèce (disque, volant, 
projectile, etc.) supporté en son centre de gravité. Il est 
vraisemblable que, par suite des imperfections de la fabri- 
cation de l'objet ou des moyens mis en œuvre pour provo- 
quer la rotation, Taxe matériel autour duquel se produira 
la rotation initiale fera un petit angle « avec Taxe princi- 
pal d'inertie. Or nous savons {n^ 8) que la relation : 

tanga C ,^^, 

tangy A 

est applicable pour déterminer les positions relatives des 
vecteurs de la rotation instantanée, et du moment ciné- 
tique par rapport à l'axe de figure. Nous concluons de là 
que le vecteur du moment cinétique ^^ fera également 
avec l'axe de figure un petit angle y et que les deux 
angles « et y seront du même ordre de grandeur. 

Le solide considéré, lancé par une impulsion initiale, 
exécutera donc un mouvement de Poinsot caractérisé par 
un cône d'herpolliodie très effilé ; en d'autres termes l'axe 
du moment cinétique ^^ constituera pour l'axe de figure 
une position moyenne autour de laquelle il tournera 
sans jamais s en écarter d'une manière appréciable. 

Supposons maintenant la rotation très rapide, le vec- 
teur ^11 sera très grand et Taxe matériel de figure tournera 
autour de lui avec une ti*ès grande vitesse. Si dès lors une 
force extérieure vient à être appliquée à Taxe matériel qui 
tourne très vite autour de «^^ dont il est très peu écarté, 
on peut dire que la direction moyenne de cette force ren- 
contre l'axe du moment cinétique 0'^^, et on peut admettre 
sans erreur qu'au lieu d'être appliquée à l'axe matériel 
elle est appliquée au vecteur O^^^t lui-même. 

Or nous savons d'autre part (n^ 3, e), que si un couple 
extérieur agit sur un solide, le vecteur Oo"^î^ sera dévié 
avec une vitesse angulaire d'autant moindre que o^l sera 
plus grand. 

Dans le cas des hypothèses faites, la déviation de ^^ sera 
donc très lente, tandis que Taxe matériel tournera autour 
de lui sans cesser d'en rester très voisin tout comme dans 
le cas où aucun couple extérieur n'agirait. 
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Le mouvement du solide autour de son centre de gravité 
fixe est alors un mouvement de Poinsot généralisé (n^ 11), 
avec cette particularité que Taxe de figure matériel reste 
pratiquement confondu avec le vecteur du moment ciné- 
tique. 

Le vecteur «^ devient en quelque sorte pour Taxe maté- 
riel une doublure immatérielle qui lui confère sespropriétés 
spéciales. 

Ces considérations, qui peuvent sembler surperflues, 
constituent à la fois la base et la justification de l'étude de 
Yeffet gyrostatique, qui se manifeste chaque fois qu'il peut 
y avoir pratiquement coïncidence entre Taxe du moment 
cinétique et Taxe matériel d'un solide tournant. 

Nous appellerons désormais gyrostat, tm solide dont 
C ellipsoïde d inertie central présente un axe de révolution, 
arrimé autour de cet axe dune vitesse angulaire très 
grande comparativement aux autres rotations auxquelles 
le solide peut être appelé à participer. 

Cette définition entraîne comme conséquence que le 
produit Jû, de la vitesse angulaire par le moment d'inertie 
correspondant à l'axe de rotation, sera très grand compa- 
rativement à l'impulsion par unité de temps des couples de 
forces extérieures susceptibles d'agir sur le système. 

(Le produit JÛ n'est autre que le moment cinétique du 
gyrostat par rapport à un point quelconque de son axe.) 

13. PuiNaPE FONDAMENTAL DE l'eFFET GYROSTATIQUE. — 

Règle des trois doigts. — Dans le cas le plus général, les 
forces agissant sur un gyrostat pourront se réduire à une 
résultante et à un couple. 

La résultante n'intéressera que le mouvement du centre 
de gravité, si le gyrostat est libre dans l'espace ; et dans les 
autres cas, elle sera neutralisée par la fixité des points 
d'appui. 

Le couple pourra toujours être décomposé en deux 
autres : 

Le premier agissant dans un plan normal à l'axe du 
gyrostat, sans altérer l'orientation de celui-ci, tendra à 
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accélérer ou à ralentir sa vitesse propre : cette vitesse étant 
supposée très grande, l'effet produit sera faible, on pourra 
ne pas en tenir compte, et considérer la vitesse propre du 
gyrostat comme constante. 

Le second couple, agissant dans un plan qui contient 
Taxe du gyrostat, aura pour effet d'en modifier l'orien- 





Figure 13. 

Main gauche. 

Couple de réaction gyix)statique 

provoqué par une précession forcée. 



Figure 12. 

Main droite. 

Précession produite 

par un couple déviateur. 



tntion; nous l'appellerons couple déviateifr, son vecteur 
représentatif sera normal à Taxe du gyrostat. 

A{)pelons J le moment d'inertie et U la vitesse de rota- 
tion j)ropre du gyrostat; le vecteur du moment cinétique 
supposé pai' définition même du gyrostat pratiquement 
confondu avec son axe de figure aura pour longueur 

^Tc = JU . 
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Soit C le couple déviateur, normal a Taxe du gyrostat, 
donc normal à -^ (fig. 12). 

En vertu du théorème du moment cinétique nous aurons 



dàTL 

^-C. (S) 



O 



Comme par hypothèse C est normal à ^ nous pouvon 
exprimer autrement le déplacement angulaire de ^l, 

dt 

Ou, plus simplement, en désignant par w la vitesse angu- 
d^ 



laire —- de la déviation de ^ (et de Taxe du gyrostat qui 
ne s'en écarte pas), on écrira : 

C 

D'où le théorème : 

U7i couple eœférieur qui tend à dévier un gyrostat da^is 
U7i plan déterminé, fait en réalité tourner Vaxe du 
gyrostat dmis un plan perpendiculaire, avec une vitesse 
angulaire proportionnelle à ce couple et inversement pro- 
portionnelle au moment ci^ié tique du gyrostat. 

On remarquera (âg. 12) que Taxe de figure du gyrostat 
se déplace dans un sens tel qu'il paraît chercher à se super- 
poser à Taxe du couple déviateur; ce déplacement est la 
précession. 

On peut aussi recourir à la règle mnémonique suivante 
que nous appellerons la règle des trois doigts : Formant 
avec Cindex, le pouce et le médius de la main droite les 
arêtes d'un trièdre, si l'index est dirigé dans la direction 
du vecteur û et le pouce dans la direction du couple C, 
le médius indiquera le sens du vecteur « de la préces- 
sion (fig. 12). 
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Réciproquement : si un gyrostat est entraîné dans un 
mouvement qui comporte une rotation autour d'un axe 
perpendiculaire à son axe de figure, c'est-à-dire s'il est 
soumis à une préœssion forcée de vitesse angulaire donnée 
w, il exercera à chaque instant sur ses appuis un couple de 
l'éaction égal et contraire au couple extérieur qui serait 
capable de produire la précession w. 

La grandeur de ce couple de réaction gyrostalique est 
donnée par 

C = Jûw . (30) 

D'où l'énoncé de la réciproque du théorème précédent : 

Un gyroHat dévié de sa direction dans un plan donné, 
exerce dans mi plan normal un couple de réaction gyrosta- 
lique égal au produit de son moment cinétique par la 
vitesse angulaire de la désorientalion . 

Le sens d'action de ce couple (flg. 13) est tel qu'il paraît 
chercher à ramener Taxe de la rotation propre sur l'axe de 
la précession forcée. 

En reprenant la règle des trois doigts on dira : Formant 
avec l'index, le pouce et le médius, de la main gauche, les 
arêtes d'un ti^ièdre, si l'index est dirigé dans la direction 
du vecteur Q et le médius dans la direction du vecteur w 
de la précession forcée, le p mce iiidiquera le sens du couple 
de réaction gyrostatique (flg. 13). 

14. Tendance au parallélisme des axes de rotation. 
— Si Ton envisage simulianément le théorème précédent 
et sa réciproque, on voit que le couple déviateur d'une part, 
et la précession forcée d'autre part, tendent à produire des 
effets identiques et l'on peut enveloppar les deux propo- 
sitions dans un même énoncé : 

L'axe de la rotation propre et l'axe de la rotation que 
l'on cherche à faire naître — par un couple ou par entraî- 
nement — tendent à se superposer en direction et en sens 
de telle façon que le déplacement de l'axe de la rotation 
propre ait lieu par le plus court chemin. 

Cette propriété, souvent appelée à tort : tendance à la 
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conservation de la rotation est en réalité une tendance des 
rotations aux parallélisnies: elle a été énoncée pour la pre- 
mière fois par Foucnult (M), lors de ses célèbres expériences 
du gyroscope (*). 

15. Introduction de i/ekfet oyuostatique dans les 
PROBLÈMES DE MÉCANIQUE APPLIQUÉE. — Lorsque dans les 
applications on rencontrera un système mécanique compor- 
tant des gyrostats, les deux équations de l'effet gyrostatique 

C 
6>=— et C = Jûw (29 et 30) 

t) ma 

permettront la mise en équation. Les signes à attribuer 
dans chaque cas à w et à C, qui dépendront du choix des 
axes seront déterminés, par exemple, par la règle des trois 
doigts. 

On commencera par écrire les équations générales 
d'équilibre du système comme si le gyrostat qu'il comporte 
ne tournîiit pas et on complétera les équations par l'intro- 
duction de termes gyrostatiques qui interviennent tout 
comme des réactions d'inertie ordinaires. 

On facilitera les opérations en tenant compte des remar- 
ques suivantes : 

I. Un gyrostat étant essentiellement caractérisé par son 
moment cinétique JÛ, et celui-ci étant de nature vectorielle, 
on pourra toujours le décomposer comme un couple ou une 
vitesse angulaire. Si l'on se sert d'un trièdre de référence 
trirectangle, on pourra substituer à un gyrostat dont les 
angles directeurs de l'axe sont a, (5, 7, trois gyrostats com- 
posants (Jii).^ = Ji2 COS a, (Jii)^= Jii COS |3, (Jii), = JLi COS 7. 

IL Si un système mécanique comporte plusieurs gyro- 
stats, on pourra les supposer remplacés à cliaque instant 
par un gyrostnt unique caractérisé par un moment ciné- 
tique égal à 1 (JO). 



(*) Foucault a doiuié de cette propriété une explication plutôt quali- 
tative que l'on trouvera plus loin (n° 25). 
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III. lies systèmes comportant des gyrostats ont géné- 
ralement un point fixe, ou entraîné dans un mouvement 
connu, on le prendra pour origine de trois axes rectangu- 
laires dirigés suivant les directions principales d'inertie du 
système en ce point. 

On écrira les six équations générales de la dynamique 
des solides indéformables sous la forme suivante — sans 
tenir compte de la rotation des gyrostats : 



Im — — 


IX 


— 


f/t 


lY 





Im -— ■ 


— IZ- 


= 



I„_"_vC,_o ) (31) 

L -r- — iC. = 

^ dl 

X, Y, Z, C<^, C,„ C^, sont les composantes des forces et des 
couples extérieurs suivantles axes, v^, Vy, i\, w^, w^, w^ sont 
les composantes des vitesses de translation et des vitesses 
angulaires absolues rapportées à chaque instant aux axes 
mobiles considérés — toujours abstraction faite de la 
rotation propre des gyrostats. 

Si le système comporte un gyrostat de moment ciné- 
tique Jii, on le supposera décomposé suivant les axes en 
ti'ois gyrostats Jii cosa, Jiî cos |5 , et JQ cos y , qui seront 
Tobjet de précessions forcées et créeront des couples de 
réaction gyrostatiques. 

Par exemple, autour de Taxe des œ on aura un couple de 
réaction dû au gyrostat {M)y entraîné dans la rotation w^,, 
ainsi qu'un couple dû à (Jii)^ entraîné dans la rotation «^. 
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En tenant compte de la règle des trois doigts et des con- 
ventions habituelles pour les signes des trois axes on aura 

C';^ = Jû cos /3 û)^ — Jû cos y «^ . 

En permutant les indices, on obtient trois couples ana- 
logues qu'il faut introduire dans les équations (31), pour 
tenir compte de la rotation des gyrostats ; elles deviennent 
alors : 

I.^ -y- — Jlî COS p û)^ 4- ja COS y^y = ^Gx' 



~dt 



\ -j^ — JÛ COS y(ù^-\-iQ COS a w. = IG^ . ) (32) 



I . --7-^ — Jû cos a i^y 4" Jû COS p w^ = IC. . 

Ce sont des équations directement utilisables dans les 
applications techniques où, comme nous le verrons, elles 
sont en général susceptibles de simplification. 



16. Remarque. — Degré d'approximation des équations 
PRÉCÉDENTES. — Daus le raisonnement procèdent qui con- 
duit aux équations (32), on ne tient compte de Tetlet 
gyrostatique que pour les parties du système considérées 
comme formant des gyrostats, au sens attribué à ce mot 
au n^ 12. Or, l'effet gyrostatique n'est qu'un cas parti- 
culier d'application du théorème du moment cinétique ; on 
n'a donc ici appliqué ce théorème qu'aux parties formant 
gyrostat, alors qu'en toute rigueur il faudrait l'appliquer à 
toutes les masses du système qui participent aux rota- 
tions û)^, Wj. et w^. 

Au heu de ne considérer que le moment cinétique du 
gyrostat Jii cos «, par exemple, il faudrait tenir compte 
d'un moment cinétique 



^l^ = Jii cos a + I 



x^x 



relatif à l'ensemble du système y compris le gyrostat. De 
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mêm^^ on remplacerait ainsi Jû cos |3 et Jûcosy pardes 
expressions analogues ^"^î^^ et ^^ll^ et les équations 32 pren- 
draient la forme 

I^ f^> _ e^^o)^ _)_ èTc^o). = :■ C, . ) (15) 



dtù. 
~dt 






Nous retrouvons ainsi les équations (15) du n^ 6 qui 
sont une forme des équations d'Euler. 

L'erreur commise en utilisant les équations prati- 
ques (32) provient donc du fait d'avoir négligé des facteurs 
de Tordre de grandeu r deUw^ devant Jû ; or, par la défini- 
tion même du gyrostat, nous savons que cette erreur sera 
très faible. 

Si Ion considère un solide mobile autour d'un point fixe 
comme la réunion de trois gyrostats dirigés suivant ses 
directions principales et caractérisés par les moments ciné- 
tiques \x'^x^ \^yy L^^r» ^ suffît d'cxprimcr le couple de 
réaction gyrostatique autour de chacun de ces trois axes 
pour retrouver au lieu des équations (J2), les équations 
d'Euler (16-17-18}. C'est une interprétation pratique des 
équations d^Euler et un moyen simple de les établir. 

17. Expériences DE VÉRIFICATION. — Apparences para- 
doxales. — Le principe fondamental de l'effet gyrostatique 
j)eut être le mieux vérifié au moyen de l'appareil classique 
de Kessel et Plùcker {20) (fig. 14); il consiste en un 
gyrostat, monté dans un cadre prolongé par une tige 
portant un contrepoids P dont la position est réglable. 
L'ensemble peut tourner autour d'un axe horizontal formé 
par un couteau reposant sur une fourche qui, à son tour, 
peut tourner dans le support S autour d'un axe vertical. 

L'axe du gyrostat peut ainsi prendre une orientation 
quelconque autour du point fixe constitué par la croisée 



des deux axes de rotation, et de pins en donnant au contra- 
poids P une position convenable on peut rendre l'équilibre 
de l'appareil indifférent à l'action de la pesanteur. 

Lorsque le fléau se trouve ainsi en équilibre indifférent 
il restera immobile, que le tore soit en rotation ou non. 

S'il est en rotation rapide dans le sens de la flèche 12 et 
si l'on exerce sur l'extrémité une force telle que F,, ce qui 
revient à appliquer au point fixe un couple C,, on observe 




Figaro H. Figure 15. 

un mouvement de précession Uj; de même un couple C^ 
causé par une force Fi provoque une précession «j. 

Supposons en particulier le fléau horizontal, on peut 
créer à volonté un couple Ci ou C^ en reculant le poids P 
vers la droite ou vers l.i gauche et on observe que la préces- 
sion se produit autour de la verticale avec la vitesse angu- 
laire constante annoncée par la théorie 

»-f,. (89) 

La même expérience se réalise au moyen de la toupie 
gyroscopique des bazars (fig. 15) dont le poids propre, en 
porte à faux, détermine le couple déviateur. 

Les mêmes phénomènes peuvent s'observer avec loute 
une série d'appareils ingénieux que l'on trouve dans les 
cabinets de physique, entre autres l'appareil de Bohnen- 
berger, le tore-pendule et le polytrope de Sire, le culbuteur 
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de Hardy, etc., dont il existe de nombreuses descriptions (*). 

Reprenons l'appareil de Fessel en équilibre indifférent et 
en rotation rapide; les phénomènes observés peuvent se 
résumer en quelques mots : L'application d'une force telle 
que Fi ou F^ ne produit auciai déplacement de son poi)it 
d*applicatio7t dans sa propre direction, le gyrostat résiste 
et se dérobe suiva7il une directio7i perpendiculaire, enfin, 
le mouvement de précession ainsi établi s'arrête aussitôt 
que cesse l'action de la force. 

Ces faits paraissent en contradiction avec les principes 
fondamentaux de la mécanique; d'une part, en eflfet, le 
point d'application de la force ne s'est pas déplacé dans la 
direction de celle-ci, il n'y a donc pas eu de travail dépensé 
et cependant un mouvement a été produit; d'autre part 
l'application continue d'une force a été nécessaire pour 
entretenir un mouvement uniforme. 

Ce ne sont là évidemment que des apparences parado- 
xales; l'établissement du mouvement de précession a en 
réalité exigé une certaine dépense d'énergie, le gyrostat 
s'est déplacé dans le plan du couple sollicitant et la préces- 
sion elle-même n'est pas un mouvement uniforme. 

Une observation précise permet, en effet, de reconnaître 
que le trajet parcouru par un point de Taxe, et qui semble 
régulier, est décomposable en une succession très rapide de 
boucles identiques, d^amplitude si ftûble qu'elles échappent 
à une observation superficielle. 

Ce mouvement qui paraît uniforme a été appelé préces- 
s ion pseudo-régulière, et les petits mouvements transver- 
saux qui se superposent à la précession constituent la 
niitation. 

18. Gyrostat soumis aune percussion. — Vibration de 
h' AXE. — Considérons un gyrostat mobile autour d'un point 
fixe appartenant à son axe ; supposons, pour éliminer 
l'influence de la pesanteur, que ce point soit le centre de 
gravité (fig. 6) (c'est le cas, par exemple, de l'appareil de 
Fessel exactement équilibré) . 



(•} Voir notamment le Dictionnaire des Mathématiques de Sonnet. 
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Supposons que l'on exerce, en un autre point de l'axe, 
une force instantanée ou, plus exactement, un couple de 
percussion capable d*iinprimer au gyrostat une vitesse 
angulaire Wq. 

Choisissons trois axes rectangulaires OXYZ (fig. 16), la 
direction initiale de Taxe du gyrostat définira OX, le plan 
de la rotation w^^ déterminera le plan XOZ et par suite égale- 
ment OY. 

Appelons e l'angle dont le gyrostat aura tourné autour 




Figure 16. 

de OY et 9 l'angle dont il aura tourné autour de OZ au 
temps /. 

La rotation initiale "0 = ( ~r ) ayant lieu dans le 



sens positif, il en résultera un couple de réaction gyrosta- 
tique JÛ — qui tendra à faire tourner l'appareil autour de 

OZ dans le sens positif. Soit -j- la vitesse angulaire ainsi 
produite, elle provoquera à son tour autour de OY, et dans 
le sens négatif, un couple de réaction — '^^'17 - 

Si nous appelons I^ et I, les moments d'inertie du sys- 
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tème (tore^ axe, accessoires, etc.) par rapport à OY et à 
OZ, nous pourrons écrire les équations d'équilibre : 

(l^(f' , do 

"^dn^ dl 

On aurait pu écrire direclement ces équations qui sont 
une application immédiate des équations (32). 

La première s'intègre directement et donne en tenant 
compte des conditions initiales : 

d^ rf<P 

° "" ^ • dt^"^'"' dt^"^^^' ^^^^^ / = ^ : 

dt-V 

Après élimination de ^ entre cette intégrale et la seconde 
des équations (33), on obtient : 

qui admet comme intégrale : 

Jû , Jû 

= Cl sin , < + Cj cos , / , 

avec 



C = M^XU et C, = o , 
JU 



il vient finalement : 



/- 



fi = û)„ "-^ Slll — / 



j" i/n 



y^z 



(34) 
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Tandis qu'un corps de même masse, mais ne tournant 
pas sur lui-même (n'ayant donc pas les caractères distinc- 
tifs d'un gyrostat) s'éloignerait indéfiniment de sa position 
initiale sous l'effet du couple de percussion appliqué, nous 
voyons au contraire Taxe du gyrostat s'en éloigner très peu 
et y revenir périodiquement en exécutant des oscillations 
elliptiques d'amplitude d'autant plus faible et de période 
d'autant plus courte que le caractère gyrostatique est plus 
accentué. 

En effet, un point de l'axe du gyrostat qui se trouve à 
l'unité de distance du point o décrit une petite ellipse dont 

l/fT I 
les demi-axes sont — ^^ et -^ » ils sont inversement 

JÛ Jlî 

proportionnels à JÛ; ces oscillations elliptiques de l'axe 
sont isochrones et leur période est donnée par 

27r I/T T 

T = ^ ^^^" (35) 

JÛ ^ ^ 

* 

Les deux axes de l'ellipse décrite par un point quel- 
conque (le l'axe sont entre eux commey/ i ; dans le cas 

d'un appareil de Fessel où I^ et I^ sont pratiquement égaux, 
les vibrations seraient circulaires. 

Il suffit de donner, au moyen d'un corps dur, un coup sec 
sur la tige d'une balance de Fessel pour voir se produire 
les oscillations circulaires de très faible amplitude annon- 
cées par la théorie qui précède. 

C'est même, sans doute, de cette expérience qu'est née 
l'idée si répandue d'une stabilité spéciale inhérente aux 
corps en rotation rapide et le principe inexact, souvent 
invoqué, de la conservation de l'axe de rotation. 

19. Gyrostat soumis a. une forck a action continue. — 
NuTATiON. — Voyons maintenant (m) qui se passe lorsqu'au 
lieu d'une force instantanée, ou d'un couple de percussion, 
on a un couple à action continue dû à une force telle que 
F (fig. 16) continuellement normale à l'axe. 



~ 48 - 

Reprenons les mêmes notations et supposons la force 
appliquée parallèle à OZ, le couple C qu'elle produit aura 
OY pour axe et nous pourrons écrire les conditions d'équi- 
libre en introduisant ce couple dans les équations (33) du 
cas précédent, ce qui donne : 

I — JU — =0 

' dt^ dt 

dn d^ ^^^'^ 

' dt^ ^ dt 

Intégrons la première et éliminons <p, comme plus haut, 
en tenant compte des conditions initiales qui sont ici : 

dO d^ 

il vient : 

rf*0 . J»Û» C 

dont l'intégrale générale est : 

r n ■ JÛ / . o .m , , CI. 

(/ = C, sin < + C- cos 1 H 

CL 



avec Cj = et C^ = — 



Il vient finalement : 

eu /, Jii 

== — - I 1 — cos 




G , C|/lX . Jii , 

<P = — ^ i-^ sin t 



(36) 



Le mouvement se compose d'un déplacement angulaire 
à vitesse unifoi'me, dans un plan norn)al au plan du 
couple, auquel se superpose une oscillation elliptique de 
période : 

T==.^^^^^. • (35) 
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Le mouvement uniforme n'est autre que la précession 
dont la vitesse pouvait se déduire de la relation connue 

û> = — ; quant au mouvement elliptique qui s'y combine, 

son origine est la même que celle des vibrations du cas 
précédent; ce mouvement de nutation est provoqué par 
l'application supposée instantanée de la force F, à 1 axe. 

Si ly = I„ les vibrations elliptiques deviennent circu- 
laires et on reconnaît que les trajectoires décrites par les 
différents points de l'axe du tore sont des cycloïdes. En 
particulier, le point situé à l'unité de distance du point 
fixe o, décrit un cycloïde dont le cercle générateur a pour 

CI 
rayon — — ; la hauteur totale des cannelures décrites par 

l'axe à la même distance du point fixe est : 

Ije calcul qui précède établit donc que le mouvement 
de précession s'accompagne de vibrations transversales 
dont l'amplitude est exprimée par une fraction ayant J^û* 
au dénominateur. Cette amplitude est très faible et elle 
échappe en général à une observation superficielle 

Exemple : Une toupie pyroscopique ordinaire (fig. 15) 
pèse 200 grammes avec son armature, le tore seul pèse 
170 grammes, son rayon de gyration est de 2,8 cm., 
il est lancé à la vitesse de 120 tours ou 753 radians par 
seconde. L'axe étant disposé horizontalement, la pesan- 
teur exerce un couple C = 200x 4 = 800 gr. cm., on 
calcule facilement que J = 1.36 et I =^ 3.88. 

La vitesse du moyen mouvement de précession est : 

C 800 ^^^- ^, 

^ = jû = 1,36 X 753 = ^'^^ '^^^''' • 

soit un tour complet en 8,05 secondes. 

L'amplitude des mouvements de nutation à l'extrémité 
de l'axe, soit à 8 cm. du point fixe est : 

2CI 8 X 2 X 800 X 3,88 

8.61 = 8.—-^ — -» — . 0,047 cm. 

J*Û« 1,36 X753 
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et la période des vibrations de nutation : 

^ 2j:I 2x3,14x3,88 ^ ^««.. 
^-1^- 1.36X753 ''■'^^- 

L'axe décrit donc pendant un tour complet de précession, 

8 05 

= 338 cannelures de 0,47 mm. d'amplitude; eu 



0,0238 

égard à la persistance des sensations visuelles sur la 
rétine, l'observnteur aura l'impression d'un mouvement 
uniforme affecté tout au plus d'un léger tremblottement. 
Notons de plus que le cas de la toupie gyroscopique est 
défavorable et qu'en se servant d'un appareil de Fessel où 
le couple C peut être rendu beaucoup plus faible, les vibra- 
tions de nutation peuvent devenir absolument impercep- 
tibles. 

20. — Travail dépensé pour établir un mouvement de 
PRÈCEssiON. — L'examen plus précis, qui vient d'être fait, 
des circonstances du mouvement de précession permet 
d'expliquer complètement les paradoxes énoncés au n° 17. 

Le couple extérieur appliqué commence par produire un 
premier déplacement dans son plan ; ce déplacement agis- 
sant comme précession forcée fait naître un couple de 
réaction dans un plan normal à la vitesse acquise par les 
différents points de l'axe. Il en résulte que la trajectoire 
d'un point quelconque de l'axe du gyrostat s'incurve jus- 
qu'à l'instant où elle se dirige dans le plan du couple 
appliqué mais en sens opposé à ce dernier, une position 
d'équilibre est bientôt atteinte, et une première boucle de 
la cycloïde est ainsi parcourue. 

A ce moment, Taxe du gyrostat reste un instant immo- 
bile, il ny a plus de couple gyrostatique, le couple exté- 
rieuv agit seul et le même cycle de déplacements angu- 
laires se reproduit. 

Comme7icement du mouvement, — Pendant la première 
demi-oscillation, le solide se dévie d'un certain angle dans 
le plan du couple ; celui-ci a donc produit un travail. Quant 
aux demi-oscillations subséquentes, elles s'accompagnent 
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de travaux alternativement positifs et négatifs, qui se com- 
pensent exactement, et se maintiendraient indéfiniment 
sans l'intervention des frottements. 

Le travail du couple extérieur, pondant la demi -oscilla- 
tion initiale, est 

1 J2Q2 ' 

(en supposant I^ = I, = I). 

Cette énergie se retrouve à la fin de la demi-oscillation 
sous forme d'énergie cinétique. En effet, celle-ci a pour 

valeur - 1 ( -7: ) , expression dans laquelle -^ doit être 
Z \dt / at 

remplacé par sa valeur tirée de (36) avec la condition 

T 

/ = — • ; on retrouve bien ainsi : 

2C*I 

En considérant le mouvement du gyrostat comme la 
sup(?rposition du moyen mouvement de précession et du 
mouvement d'oscillation transversal de nutation, on peut 
dire que chacun de ces mouvements absorbe une partie de 
l'énergie communiquée par le couple extérieur. Pour le mou- 
vement de nutation on trouve facilement que cette énergie 

1 /rfev do 

est donnée par l'expression h M 3" ) ^^^^^ laquelle — est 

pris avec sa valeur maximum tirée de (36), ce qui 
conduit à : 

en 

pat ' 

c'est-A dire que le mouvement de nutation absorbe la moitié 
du travail dépensé. Si le mouvement d'oscillation est peu 
à peu amorti par les frottements, l'amplitude des boucles 
de nutation ira en diminuant jusqu'à s'annuler et il ne 
subsistera plus alors qu'un mouvement moyen de préces- 
sion I sur un cercle caractérisé par =-^\ 
Le travail extérieur aura, en fin de compte, servi à 



— 52 — 

d^ux choses, une moitié se sera dissipée en frottements ; 
l'autre moitié que nous pouvons appeler énergie intnn- 
sèf/ue de la précessio7i aura servi à créer la précession pro- 
prement dite. 

Fin du mouvement. — Supposons mainteiiant — les 
oscillations ayant cessé par suite des résistances passives 
et le gyrostat étant animé du seul mouvement de préces- 
sion — que l'action du couple extéiieur C cesse brusque- 
ment. 

Le système animé de la vitesse acquise "v = 77; » 

n'étant soumis à aucune force, se trouvera exactement dans 
les conditions du gyrostat étudié au n° 18, qui, à l'instant 
final de la percussion, se trouve animé d'une vitesse w^ 
mais sur lequel n'agit aucun couple extérieur. Le mouve- 
ment se terminera donc par une vibration elliptique dont 
l'amplitude peut être déduite de la première des relations 

C 
(:M) en ayant soin dy ftiire w^ = - . On trouve ainsi (en 

admettant comme plus haut pour simplifier I^, = I^ ^= I), 

CI 
pour l'amplitude de ces oscillations : — - . Ces oscillations 

s'amortiront également par frottement et on peut dire que 
l'énergie intrinsèque se dissipe à son tour en chaleur, 
dès que cesse la cause de la précession. 

Si \y et I, sont différents, les conclusions qui précèdent 
ont un caractère un peu plus général ; on peut les énoncer 
en disant que l'énergie fournie par les forces extérieures 
produisant un mouvement de précession, se partage en 
deux parties : l'une provoque un mouvement vibratoire et 
se dissipe en chaleur, l'autre reste emmagasinée à l'état 
potentiel dans un mouvement uniforme, c'est l'énergie 
intrinsèque de la précession ; dès que les forces extérieures 
cessent d'agir, l'énergie intrinsè(iue à son tour se libère, se 
dissipe en chaleur, et la précession s'arrête. 

21. Analo(uk des conséquences de l'effet g yrostatique 
avec (certains phénomènes électromagnétiques. — les 
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quelques conséquences de l'effet gyrostatique, qui viennent 
d'être examinées, ne fût-ce que la forme de la règle mnémo- 
technique donnée au n® 13. amènent naturellement à 
l'esprit des rapprochements entre ces phénomènes et 
d'autres plus famiHers aux ingénieurs et aux électriciens. 

Les ressemblances entre certaines manifestations parti- 
culières de phénomènes n'ayant entre eux aucun rapport 
concret, sont d'ailleurs fréquentes en physique, à tel point 
que des équations identiques permettent souvent l'étude de 
phénomènes d'ordres très différents. 

Les exemples les plus classiques ont été fournis par les 
physiciens anglais de l'école des Kelvin et des Maxv^ell, 
dont les comparaisons élégantes et les modèles mécaniques 
ingénieux ont facilité l'interprétation de phénomènes com- 
plexes et ont même permis d'en prévoir des conséquences 
nouvelles. 

L'intérêt des analogies n'est pas moins grand dans le 
domaine de l'ingénieur que dans celui du physicien, et 
sans la crainte d'allonger outre mesure ce chapitre, on 
pourrait en citer de nombreux exemples et montrer com- 
bien elles facihtent la compréhension ou simplifient la 
solution do beaucoup de problèmes. Dans cet ordre d'idées, 
l'énoncé des quelques remarques qui vont suivre ne sera 
peut-être pas absolument dépourvu d'intérêt. 

Une première analogie se déduit du principe fondamen- 
tal lui-même. En effet, tandis que pour faire tourner un 
système quelconque autour d'un axe avec une vitesse 

angulaire - - , il suffit d'appliquer autour de cet axe un 
dt 

couple I -z-^ ; s'il s'agit d'un gyrostat, il faudra appliquer 

en outre un couple normal au premier pour neutraliser à 

do 
chaque instant le couple de réaction JQ -* produit par la 

d^ 
rotation -y . Cela permet de donner du principe fonda- 
mental l'énoncé suivant, d'un caractère tout à fait 
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général : Les réactions produites par le déplacement 
dun gyrostat tendent à s'opposer aux forces capables de 
produire le même déplacement. 

Cet énoncé rappelle par son allure la loi de Lens, 
classiqiu en électromagnétisme : Le déplacement d'un cir- 
cuit dans un champ magnétique produit dans ce circuit 
une force contre-électromotrice qui tend à s'opposer au 
courant capable de produire le même déplacement. 

La présence du champ crée une réaction électromagné- 
tique tout comme la rotation rapide donne naissance à une 
réaction gyrostatique. 

L'analogie est complète si Ton reprend les règles de 
Fleming indiquées dans les cours d'électricité et la règle des 
trois doigts du n^ 13 (*). 

Cette analogie se poursuit si l'on passe aux conséquences 
immédiates des deux phénomènes que nous rapprochons. 
Par exemple, les phénomènes de la self-induction à la 
fermeture et à la rupture d'un circuit sont absolument 
analogues aux circonstances qui accompagnent le début et 
la fin d'une précession. 

Il suJBSt de rappeler que lors de la naissance d'un courant 
dans un circuit, l'énergie fournie (par la pile) se décompose 
en deux parties; l'uiie transformée immédiatement en 
chaleur par effet Joule, l'autre emmagasinée à l'état poten- 
tiel constituant l'énergie intrinsèque du courant; cette 
énergie se transforme à son tour en chaleur pendant 
l'extra-courant de rupture. 



(*) n suffit de se reDorter aux figures 12 et 13. Les éléments correspon- 
dants de Tanalogie sont indiqués ci-dessous : 

a) Main droite. — Courant d'induction produit par une force extérieure 
— *► Précession produite par un couple déviateur : 

Index: Champ magnétique — ^ Moment cinétique. 
Pouce : Force extérieure — ► Couple extérieur. 
Médius : Courant d'induction — *• Précession. 

b) Main gauche. — Réaction électromagnétique — ^ Couple de réaction 
gyrostatique. 

Index : Champ magnétique — *• Moment cinétique. 

Médius : Courant — *► Précession forcée. 

Pouce : Réaction mécanique — *• Couple de réaction. 




Figure 17. 
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L'analogie entre cet énoncé et les conclusions auxquelles 
conduit l'étude faite au n° 20 est évidente et nous dispense 
d'insister plus longuement. 

Nous pousserons encore plus loin cette analogie. D'après 
la théorie moderne, un courant électrique peut être con- 
sidéré comme un transport 
d'électrons libres (en parti- 
culier d'électrons négatifs) à 
travers les espaces interato- 
miques, sous l'influence d'un 
champ électrique. ^ 

Soit donc un champ élec- 
trique à lignes de forces ver- 
ticales, une particule élec- 
trisée a dans ce champ se 
dirigera de a vers b créant 

ainsi un courant de déplacement ai (fig. 17). Supposons 
en même temps un champ magnétique dont les lignes de 
force perpendiculaires à ce courant sont dirigées suivanto"'ll. 

Une particule portant une cliarge e, se déplaçant avec 
une vitesse v, produit les mêmes effets et subit les mêmes 
réactions qu'un courant d'intensité i = ev. Si on appelle m 
la masse matérielle de la particule on devra combiner les 
réactions électromagnétiques avec les réactions d'inertie 
ordinaire pour étudier le mouvement de la particule dans 
les deux champs simultanés. On démontre que le mouve- 
ment de la particule est une cycloïde dont la direction 
générale est normale à la fois au champ magnétique et au 
champ électrique {*}. Il suffit de remplacer les expressions : 
champ électrique, champ magnétique, mouvement de la 
particule, respectivement par : Couple déviateur, moment 
cinétique et mouvement d'un point de l'axe, pour passer du 
cas de l'électron à celui de la précession tel qu'il a été 
étudié au n^ 19; la comparaison des figures 16 et 17 est 
d'ailleurs suffisamment suggestive. 



(*; A. HiGHi, La Théorie viodente des Phénomènes physiques, p. 102. — 
BOUASSE, Cours de Physique, tome III, p. 232. 
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Nous sortirions de notre cadre en poussant plus loin 
cette comparaison et nous ne ferons que signaler l'hypo- 
tlièse du champ gyrostatique formulée par Mac CuUagh 
et par Kelvin pour expliquer surtout des phénomènes 
d'optique (*). 

Ce qui précède permet d'entrevoir le nombre énorme de 
phénomènes que peut envelopper l'analogie gyrostatique 
et l'on comprend le physicien qui va jusqu'à écrire : « Il 
ne peut y avoir pour le physicien, ni phlogistique, ni 
corpuscules, ni lumière, ni magnétisme, ni électricité, il 
n'y a que gyrostats et tourbillons vibrants » (**). 

Avant de terminer ces généralités sur les phénomènes 
analogues à l'effet gyrostatique, notons encore une remar- 
que qui se présente immédiatement à l'esprit lorsqu'on a fait 
quelques expériences au moyen de gyrostats ; elle résulte 
d'ailleurs de ce qui en a été dit plus haut : Un gyroslat se 
comporte comme s il était formé de la juxtaposition d un 
système constitué par sa inasse propre et d*un système 
fictif, fonction de la rotation 'propre, ^ui lui confère une 
sorte de rigidité particulière, ou mieux, une inertie supplé- 
mentaire dans laquelle la masse réelle 71 intervient pas. 

Cette façon d'envisager l'effet gyrostatique pourrait con- 
tribuer à taire disparaître des malentendus comme il s'en 
est produit récemment entre les ingénieurs et les physiciens 
au sujet des nouvelles théories émises sur l'électricité'; les 
doctrines audacieuses des uns ont un instant semblé miner 
les principes de mécanique, apphqués et contrôlés tous les 
jours par les autres (***j. 

On a parlé de masse transversale différente de la masse 
longitudinale, ces deux masses n'étant égales à peu près 
que si les vitesses ne sont pas trop grandes, en un mot, la 
masse des corps serait variable avec la vitesse, et les consé- 
quences auxquelles cela conduit sont encore plus inatten- 



[*) Chipart, La Théorie oyrostatique de la lumière {59). 

(**) De Heen, La Matière, sa naissance, sa vie, sa fin. 

(***) H. PoiNCARÉ, La Dynamique de VElection {Rev. Gén. des Sciences, 
1908, p. 386). — Dwelshauvvers-Dkry, La Masse des corps est-elle va- 
riable ? [Ibid., 1908, p. 855.) 
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dues. Ces conceptions devaient pour le moins étonner ceux 
qui suivent journellement comme un dogme la mécanique 
de Galilée, de Huygens et de d'Alembert, et on s'explique 
qu'ils se soient montrés sceptiques. 

Cependant les théories nouvelles comportent des hypo- 
thèses dont on peut tirer grand profit à condition de les 
admettre sans trop de prévention. 

On a cherché des raisonnements judicieux pour dissiper les 
défiances du début. Il nous semble que l'effet gyrostatique 
peut être utilement invoqué à cette fin. On y trouve cet 
élément que nous venons d'appeler un système fictif, qui 
est fonction de la vitesse et qui joue le rôle de masse 
supplémentaire ; il fournit un exemple de faits mécaniques, 
réels et tangibles qui, à première vue, ne paraissent pas 
moins paradoxaux que certaines idées de ce que l'on a 
prématurément appelé la mécanique nouvelle. 



II. — Etude complémentaire de la relation C=^ JÛw. 

22. Démonstration directe du principe fondamental 
PAR le théorème de Coriolis. — On peut reprocher à la 
démonstration précédente, du principe fondamental de 
l'efiet gyrostatique, d'être basée sur une approximation 
consistant à supposer confondus le vecteur du moment 
cinétique et l'axe matériel du gyrostat, nous démontrerons 
la même propriété, d'une manière qui peut sembler plus 
directe, en utilisant le théorème de Coriolis et nous verrons 
plus loin (n^24) ce qu'il faut penser de la valeur des deux 
démonstrations. 

Considérons un disque de rayon R (fig. 18) animé 
autour de son axe de figure 00' d'une vitesse angulaire 
0, supposons-le entraîné en même temps dans un mou- 
vement de rotation de vitesse w autour de l'axe horizontal 
AD. En appelant m^ la masse de l'unité de surface du 
disque, la masse élémentaire sera représentée par l'ex- 
pression 

dm = m^rd^ . dr 
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l'angle 9 est compté dans le sens du mouvement Û à partir 
du rayon horizontal OA. 

En l'absence de forces extérieures, les réactions du sys- 
tème sur ses appuis se réduiront aux réactions d'inertie 
produites sur chacune des masses élémentaires par l'accé- 
lération totale, somme géométrique de l'accélération re- 
lative, de l'accélération d'entraînement et de l'accélération 
complémentaire (théorème de Coriolis). 

Les deux premières, puisqu'il n'y a pas de translation. 




Figure 18. 

et que les rotations 12 et &> sont uniformes, se réduisent 
aux accélérations centripètes : 

cbnQ!^r et dm^h^ sin <p 

qui donnent lieu à des réactions d'inertie ne sortant pas du 
plan du disque, elles se détruisent deux à deux et ne 
devraient intervenir que dans Tétude de sa résistance. 

La troisième, Taccélération complémentaire (ou centri- 
fuge composée) est égale au double du produit vectoriel de 
la rotation d'entraînement par la vitesse relative. Elle sera 

donc dirigée normalement au vecteur de la rotation w et à 

la direction de la vitesse relative iir, son sens sera tel 

que le vecteur w paraisse entraîné par Ur dans le sens des 
rotations positives, c'est-à-dire que pour la masse dm de la 
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figure 18, raccélération complémeiitaire sera dirigée nor- 
malement au disque et de l'avant vers T arrière du dessin. 
La réaction d'inertie correspondante sera dirigée de 
Tarrière vers l'avant du dessin et aura pour grandeur 

df=- 2dm . « . ûrcos <p . (38) 

Il est facile de reconnaître que les forces rf/" seront diri- 
gées de l'arrière vers l'avant du dessin pour toutes les 
masses élémentaires des quadrants AB et AE, et en sens 
inverse pour toutes les masses des quadrants BD et DE, 
de plus, les forces df appliquées à deux masses élémen- 
taires symétriques par rapport à BE sont égales. 

En intégrant, pour les deux demi-circonférences BAE et 
BDE, on trouverait donc deux forces égales et contraires 
donnant lieu à un couple représenté par un vecteur dirigé 
suivant le diamètre BE et dont le sens est indiqué par la 
flèche OC. 

Le calcul du couple se fait simplement : 

6?C = 2 . dfr cos<p = Adm ûw r* cos* f 
= Am^Ù^r^dr . cos^od(f . 

de = 4w?i ûw I r^dr 1 . cos^f df 

îr J J -K 

G = — — ^ . a . w =, Jûw . (30) 

Nous retrouvons la grandeur du couple de réaction 
gyrostatique dû à la précession forcée, et le sens de ce 
couple, tel que l'indique la figure 18, est bien celui auquel 
conduit la règle des trois doigts (main gauche). 

Cette démonstration doit être complétée par les remar- 
ques suivantes : 

P) Si l'axe de rotation d'entraînement, au lieu d'être 
confondu avec un des diamètres du disque, lui est paral- 
lèle, ce changement d'axe a pour seul effet de faire appa- 
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mitre une réaction d'inertie appliquée au centre de gravité, 
mais rien n'est changé aux mouvements de rotation consi- 
dérés. L'expression du couple C reste applicable et la pro- 
position peut par conséquent s'étendre au cas d'un solide 
de révolution, qui peut être décomposé en une série de 
disques circulaires infiniment minces disposés parallèle- 
ment. 

2°) On peut également étendre la proposition au cas d'un 
solide dont l'ellipsoïde d'inertie est de révolution pour les 
points de l'axe de la rotation propre û. En effet, nous pou- 
vons écrire la valeur du moment exercé par rapport à la 
verticale BE, par la réaction appliquée à une masse élé- 
mentaire 

dC' = df. r cos <p = ûw . 2>'^ cos* <p dm . 

ce qui permet d'écrire pour le couple total à l'instant con- 
sidéré 

C = û«2 [r^ cos« <p rfm = ûd) . 21 . (39) 

I représente le moment d'inertie du solide par rapport au 
plan passant par l'axe de la rotation U et par la droite BE. 
Nous pouvons déduire de cette expression — applicable à 
un solide quelconque — que le couple C sera constant si 
le moment d'inertie du solide reste le même par rapport à 
tous les plans du solide, contenant l'axe ii, qui passeront 
successivement par la direction BE. Cette condition ne sera 
remplie que si l'ellipsoïde d'inertie du solide est de révo- 
lution par rapport à l'axe 00'; dans ce cas on a 21 = J 
et la relation (39) se confond avec (30). 

3°) Si, ni le solide, ni son ellipsoïde d'inertie ne sont 
de révolution autour de l'axe de la rotation propre, une 
rotation d'entraînement normale à la rotation propre 
donnera lieu à un couple de réaction analogue au couple 
gyrostatique mais qui ne sera constant ni en grandeur ni 
en direction. 

En effet, la relation (39) ci-dessus indique que le couple 
qui s'exerce autour de la direction normale à la fois à û et à 
w, suit les variations du moment d'inertie I du système par 
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rapport à cette direction, et d'autre part la symétrie ne 
pouvant pas plus exister par rapporta AD que par rapport à 
BE, les forces de Coriolis produiront un second couple 
autour de AD qui tendra alternativement à ralentir et à 
accélérer la rotation w 

Cette remarque devant trouver son application dans 
certains appareils mécaniques, (ailes d'hélices, rais de 
roues, etc.) nous étudierons ce couple « pseudo-gyrosta- 
tique y» dans deux cas particuliers. 

23. Cas particuliers. — Pseudo-gyrostats. 

P) Cas d'un disque incomplet réduit à deux secteurs 



/ 








Figure 19. 



Figure 20. 



égaux opposés par le sommet et correspondant chacun à 
un angle 2a (fig. 19). En re(»renant les notations du numéro 
précédent, la force /ippliquée à chaque élément de masse 
sera exprimée par : 

df= 2dm(ùQr cos <f = 2m,i2wrWr . cos <pe/'f 

Cette force est dirigée de l'arrière vers l'avant dans le 
demi-cercle EAB et de l'avant vers l'arrière dans BDE ; de 
plus, la forme df a la même grandeur pour deux masses 
élémentaires symétriques par rapport au point 0. 

Les deux vecteurs, couverts de hachures, donneront lieu 
à deux réactions résultantes égales et de sens opposés et 
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par suite à un couple dont le vecteur représentatif OC est 
variable en grandeur et en direction. 

Supposons ce couple C décomposé en deux C et C", le 
premier suivant OB, direction qu'aurait le couple gyrosta- 
tique s'il s'agissait d'un disque complet, le second dirigé 
suivant Taxe de la rotation d'entraînement. 

On trouve facilement : 

dC = 2df7' cos (f = 4miQiùrhlr cos*© d^f 



C' = 



rWr I COS-© d^ =- miR^Ûw i a -f ^ sin 2a . cos 2f\ 
dC = 2dfr sin <p = 4miQ(ùr'^dr cos <p sin f d^ 
C" = 4miûro I 7^^dr I cos f sin (pdf = miR^Ûw - sin 2a sin 2© 



Ht/r I cos fsiufdf 
J p — « 



Ces expressions se simplifient en introduisant la valeur 
du moment d'inertie polaire j de l'ensemble des deux sec- 
teurs considérés, par rapport à l'axe de rotation 00' : 

On trouve alors 

C = ;!>«( 1 + ^^^ cos 2f\ (40) 

sin 2a 

C" = yao) ^^ sin 2^ (41) 

Il est facile de reconnaître que l'extrémité du vecteur 
OC (fig. 19), défini par 

C--=C'+C^' 

a pour lieu géométrique un cercle de rayon ;ûw — : — 

situé dans le plan de la rotation propre; son centre F se 
trouve sur la normale commune aux deux rotations û et 
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w, à une distance OF = jQw, Textrémité du vecteur OC 
parcourt ce cercle avec une vitesse angulaire 2ù. 

Le couple de réaction gyrostatique qui se produit autour 
de OB, au lieu d'avoir une grandeur constante comme 
dans le cas du disque complet, devient ici un couple de 
nature pulsatoire dont la grandeur oscille entre les limites 



(sin 2a\ 



nvec une fréquence égale au double du nombre de tours 
par unité de temps. 

On i)eut dire aussi que le couple C se compose d'une 
partie fixe et d'une partie variable, cette dernière étant 
d'autant moins importante que les secteurs seront plus 
arges et que leur ensemble se rapprochera du cercle 
complet. 

Comme vérification, supposons que les secteurs s'élar- 
gissent jusqu'à former un cercle complet, il suffît pour cela 

de faire a = ^ dans les formules (40) et (41). On voit 

alors que les termes périodiques s'annulent, C" disparaît 
et on retrouve, pour C' la valeur C = JQw indépendante 
de f . 

2?) Un autre cas particulier intéressant est celui d'une 
tige de section constante tournant autour de son centre de 
gravité avec une vitesse angulaire Q, dans un plan ABDE 
(fig. 20), et entraînée en même temps dans une rotation « 
autour de Al). 

Soit 2R la longueur de la tige et m^ sa masse par unité 
de longueur, nous supposons sa largeur négligeable, la 
masse d'un élément de tige sera 

dm = m^dr . 

Nous ne nous occupons pas des réactions d'inertie qui 
s'exercent dans le plan ABDE et qui n'intéressent que la 
résistance de la tige, mais seulement des réactions dues à 
l'accélération complémentrjire qui sont normales à ce plan. 
Nous trouverons comme précédemment, équation (38) : 

df= 2dm ii(ù r cos y = 2mi ûw cos <p rdr . 
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Les deux moitiés de la tige donneront lieu à deux réac- 
tions résultantes égales et de sens contraire, et par suite l^ 
un couple dont Taxe OC sera à chaque inslant perpendicu- 
laire à la tige. 

Ce couple a pour valeur : 

' 4 

C = I 2rdf = - miR^ûw cos ? , 

2 

et en remarquant que - m^R^ = ;, moment d'inertie de la 

tige par rapport à son milieu : 

C = 2;ûw cos (p . (42) 

Le lieu géométrique de l'extrémité du vecteur OC est un 
cercle de diamètre éjliw, tangent à AD en 0, comme l'in- 
dique la figure. 

Quant au couple de réaction gyrostatique estimé par 
rapport à OB, perpendiculaire commune aux rotations ii et 
0), il a pour expression : 

C = 2j û« cos« î . (43) 

il varie deux fois par tour de à 2/Û&>. 

Ce couple a sa plus grande valeur à l'instant où la tige 
passe par la direction de la rotation w; on remarquera que 
cette valeur est deux fois plus grande que si au lieu d'une 
tige on avait un disque de même moment d'inertie ;. 

3**) Une hélice propulsive à deux ailes peut être coisi- 
dérée comme la réunion d'une série de tiges élémentaires 
enfilées par leur milieu sur un même axe et faisant entre 
elles des angles d^. Les résultats précédents permettraient 
de trouver le couple pseudo-gyrostatique dû à un tel 
système ; sans faire l'analyse complète on se rend compte 
que le résultat sera intermédiaire entre ceux auxquels on 
serait conduit pour une lige unique et pour un groupe de 
deux secteurs. 

Dans le cas où la largeur des ailes est faible on peut 
admettre comme très approchée la formule 

C = 2j û« cos2 cp . (43) 
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Il est à peine besoin de remarquer que dans le cas d'une 
hélice à trois ailes ou plus, le système devient un gyrostat 
parfait et donne lieu à un couple constant en grandeur et 
en direction. 



24. Remarques sur la valeur des deux démonstra- 
tions PRÉCÉDENTES DE LA RELATION C = JÛw . — La même 

expression C = Jûw a 
été trouvée pour la 
valeur du couple de 
réaction gyrostatique, 
par deux méthodes tout 
à fait indépendantes aux 
numéros 13 et 22. Il 
peut sembler étrange 
que la seconde démon- 
stration, basée sur le 
théorème de Coriolis, 
conduise par une mar- 
che rigoureuse à un 
résultat considéré au 
n^ 13 comme une appro- 
ximation. 

La démonstration sui- 
vante, d'un caractère 

plus général, permet d'expliquer cette apparente contra- 
diction. 

Considérons (fig. 21) un gyrostat fixé par un point de 
son axe, animé d'une vitesse angulaire propre û, et entraîné 
dans un mouvement de précession uniforme de vitesse 
angulaire « autour d'un axe fixe OZ ; l'angle e de l'axe du 
gyrostat avec OZ restera donc constant pendant la durée 
du mouvement. 

Cherchons les réactions d'inertie exercées par le système; 
en d'autres termes, quels seraient, pris en signe contraire, 
les couples extérieurs qui devraient lui être appUqués pour 
entretenir le mouvement o. Faisons abstraction de la 
pesanteur, ou supposons que le centre de gravité se trouve 
en 0. 




Figure 2L 
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Suivons la marche indiquée au n^ 15, pour être précis, 
tenons compte de la remarque du n^ 16 et utilisons les 
équations (15). 

Choisissons trois axes oxyz coïncidant avec les directions 
principales d'inertie en O, Taxe oz sera dirigé suivant l'axe 
de révolution, le plan yoz sera le plan qui contient oz et OZ; 
Taxe ox, par suite, sera perpendiculaire à la fois à OZ et 
à oz. 

Pendant le mouvement, le plan yoz tournera autour de 
OZ et Taxe oœ décrira un plan perpendiculaire à OZ. 

Les rotations du système, estimées à chaque instant 
autour des axes mobiles, seront, en faisant abstraction de 
la rotation du gyrostat : 

0)^ = 

û)^ = (0 sin 
0)^ == (0 cos . 

Si J est le moment d'inertie du système autour de oz et 
I son moment d'inertie autour d'un diamètre quelconque de 
réquateur de l'ellipsoïde d'inertie en 0, nous aurons pour 
les composantes du moment cinétique 

^11, = 

^y = Iw sin 

m.^ = j(û 4- » cos 9) . 

Les vitesses de rotation du système étant constantes par 

hypothèse, les termes en cV^ ou -^- des équations (15) 

disparaissent et la première d'entre elles qui subsiste seule 
se réduit à : 

ce qui donne : 

C = J (12 -(- wcos 0) w sin 6 — Iw* sin 6 cos . (44) 
Ou encore : 

G = JUw sin + (J — I) «2 sin cos G (*) . (45) 

(*) On trouve la même relation par une voie plus classique en partant 
des équations d'Kuler (10) (17) (1»j et des trois relations cinématiques 
(19) (20) (21),- chapitre I, n*» 6. 

n suffit pour cela d'éliminer w;^ wy &>« entre ces six équations en remar- 

d^ d'r 

quant que -r-=<w, -7=ûet6 sont des constantes. 
at dt 
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Le couple de réaction cherché, égal et de signe contraire 
à C, sera donc dirigé suivant l'axe ox normal à la fois aux 
axes des deux rotations iî et w. 

L'équation (45) indique que C se compose de deux 
couples : 

1®) Un couple Jûw sin 0, égal au produit du moment 
cinétique du gyrostat par la composante de la rotation 
d'entraînement normale à son axe de figure. C'est donc le 
couple de réaction gyrostatique que nous aurions exprimé 
directement en appliquant la formule : 

C = Jiid) avec w = w, cos . 

2°) Un couple (J — I) &>* sin 9 cos G, indépendant de la 
rotation propre Û, qui n'est autre que le moment centrifuge 
dû à la rotation w, et qui se prodidrait aussi bien pour 
U7i solide quelconque que pour un gyrostat. En effet, le 
moment centrifuge est égal au produit, par la rotation 
instantanée, de la composante du moment cinétique nor- 
male à cette rotation (n^ 5). Le moment cinétique dû à o) se 
décompose ici en Jw cos e et Iw sin ô, la somme géométrique 
de ces deux vecteurs projetée sur une normale à w donne 
(J — I) w sin e cos 0, ce qui multiplié par «, reproduit bien 
le deuxième terme du couple C. 

Le couple C donné par l'équation (45) se réduit à son 
premier terme dans trois cas particuliers : 

Premier cas, — Si J = I, l'ellipsoïde d'inertie se réduit 
à une sphère et le moment centrifuge ne se fait pas sentir 
— c'est un cas exceptionnel. 

Deuxième cas. — Si la vitesse angulaire û est très 
grande comparativement à &>, le second terme est négli- 
geable vis-à-vis du premier. 

Troisième cas. — Si 6) = 90^, le terme du moment 
centrifuge s'annule et le premier se réduit au produit Jûw. 

Dans la méthode d'exposition adoptée au n^ 13 pour 
établir la valeur du couple de réaction gyrostatique, on a 
eu soin de se limiter aux systèmes rentrant dans la défini- 
tion des gyrostats pour lesquels les composantes du 



moment cinétique dues à d'autres vitesses que Û peuvent 
être négligées. On s'est donc placé dans le second cas de la 
discussion ci-dessus. 

Dans la démonstration directe du n° 22, on n'a fait 
aucune hypothèse sur la grandeur de û et l'on est arrivé 

au même résultat ; mais on a précisément choisi w normal 

à ii (0 = 90^), c'est-à-dire que l'on s'est placé dans le troi- 
sième cas de la discussion précédente. 

Nos deux démonstrations sont donc également valables. 

26. Enoncé et critique de différentes explications 

ET démonstrations ÉLÉMENTAIRES DE l'eFFET OYROSTA- 

TiQUE. — L'effet gyrostatique,que l'on observe si facilement 
au moyen de la toupie, devait provoquer la recherche 
d'explications élémentaires et dans cet ordre d'idées, le 
désir d'éviter les difficultés que présentent les méthodes 
rigoureuses a conduit à des notions souvent inexactes et à 
(les solutions dont plusieurs sont fort peu satisfaisantes. 

La marche suivie au n® 13 évite ces deux écueils. Elle 
no peut, il est vrai, être exposée sans avoir fait au préa- 
lable certaines restrictions, mais c'est là, croyons-nous, le 
mérite de cette méthode d'exposition qui oblige ainsi à se 
rappeler que l'effet gyrostatique ne se manifeste que dans 
des conditions particulières : ellipsoïde d'inertie de révo- 
lution, et grande vitesse angulaire. 

La deuxième démonstration, que nous avons donnée au 
n^ 22, pourrait être appelée élémentaire; cependant, les 
auteurs qui ont cherché à donner de l'effet gyrostatique 
une explication simple n'y ont pas eu recours, ils semblent 
avoir cherché à éviter de supposer connu le théorème de 
Coriolis. 

Une explication assez courante des phénomènes que 
présentent les gyrostats est la suivante : 

Un disque (flg. 22) est animé de la rotation ii autour de 
son axe et entraîné dans une rotation w autour du dia- 
mètre Al), vertical dans le cas de la figure. 

Considérons une molécule du disque pendant que la 
rotation w la transporte de A en B, la vitesse horizontale 



que lui communique la rotation w augmente de zéro 
jusqu'à «ar en même temps que sa vitesse iir est déviée. 
Il résulte de là une réaction d'inertie qui tend à pousser 
le disque dans le sens de la flèche df. 

Par le même raisonnement, on trouve que toutes les 
molécules exerceront 
des réactions analo- 
gues perpendiculaires 
au disque, mais dont 
le sens, indiqué par 
les tièehes df de la 
figure, dépend du 
quadrant dans lequel 
elles se trouvent. 

Si l'on envisage 
l'ensemble des molé- 
cules du disque, on 

voit facilement que - 

les réactions df sont 
égales et opposées 
pour des molécules 
prises (Jeux à deux 
de part et d'autre du 
diamètre BE D'où 
le couple résultant 
C agissant autour ! 

d'un axe BE, normal 1 

à la fois aux deux Figure -a. 

directions li et w. 

Cette explication a été donnée pour la première fois par 
Poggendorf (^^), elle est purement qualitative. 

En partant des mêmes considérations on a cependant 
cherché à chiffrer la valeur du couple C en opérant de la 
manière suivante : 

La vitesse linéaire d'un élément de masse dm, dans sa 
rotation autour de l'axe vertical BU, est, en se reportant 
aux notations du w" 22 et des fig. 18 et 2i; : 

dt da 

C ^ wr sm » -p =- ur cos -0 — . 

dt dt 
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La reaction d'inertie df exercée par l'élément de niasse 
normalemeni au disque est : 

df. = dm -r 
'^ dt 

et le couple élémentaire produit par deux molécules symé- 
triques par rapport à DE sera : 

de ■= dm '— . 2r cos <p . 
dt 

d^ 
En faisant comme au n^ 22, y = ^ ^^ ^^ = m^rd^r, 

les deux expressions précédentes peuvent s'écrire : 

df^ = dm . ûwr cos f (46) 

de = 2miQ(ùr^ cos* (fdf . dr . 

En intégrant cette dernière expression de o à tt et de o 
à R on obtient : 

4 ^ 2 

C'est un résultat deux fois trop faible parce qu'il ne tient 
compte que de Tune des deux causes des réactions d'inertie 
des molécules du disque. Cette manière d'évaluer le couple 
a été indiquée par Hirn (30) et souvent reproduite depuis,, 
notamment par Duchesne {65). 

Jouffret (32), dans un mémoire d'une rare élégance, est 
arrivé à une solution exacte en partant de considérations 
analogues. La pression d'une molécule du disque supposée 
isolée (fig. 22) se compose en effet de deux parties : la 
première df\ provient des variations de la vitesse v (force 
unique considérée par Hirn) ; la seconde partie df^est due 
au changement de direction de la vitesse ilr. 

La déviation de la direction de la vitesse ilr peut se 
décomposer en un changement de direction dans le plan du 
disque (qui ne produira aucun effet sortant de ce plan), et 
un changement de direction mesuré par l'angle MKM', dont 
le plan est normal au disque, et qui donne lieu à une réac- 
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tien d'inertie normale df^ de même sens que df^. Si da. est 
la déviation subie pendant le temps dt on aura : 

dy^ 
dt^ = dm . lir . -7- . 
'^ dt 

doL 
En remarquant que -r- = w cos © on trouve : 

rf/2 = dm . iiwr cos <p . (47) 

En comparant les relations (46) et (47) on conclut que la 
force élémentaire df^ due à la déviation est égale à la force 
dfy^ due à l'accélération latérale. En adoptant pour le 
calcul du couple une force élémentaire : 

df=df,+df, = 2df,, 

Jouflfret arrive évidemment à un résultat deux fois plus 
grand que celui de Hirn : 

C = ^ miR^iiw = iiîxù . (30) 

Observons que la force élémentaire df= df^ -f ^/i "^^ 
diffère pas de celle que nous avons obtenue au n^ 22 équa- 
tion (38); la démonstration très frappante de Jouffret, 
reprise dans une note récente de Fuchs et Katzmayr [91], 
revient en somme à appliquer le théorème de Coriolis sans 
le dire. 

Il faudrait citer encore d'autres explications élémen- 
taires, qui ont été souvent reproduites; elles constituent 
toutes des interprétations qualitatives plutôt que des 
démonstrations et sont en général basées sur un théo- 
rème qui n'a qu'une portée cinématique, le théorème de 
la composition, ou du parallélogrannne, des rotations. 

Voici à peu près comment Foucault [11] rendait compte 
du phénomène dont il a tiré un si merveilleux parti : La 
tendance de l'axe du tore à se rapprocher de l'axe de la 
rotation supplémentaire que Ton tend à lui imposer (couple 
déviateur ou rotation d'entraînement, Cf. n° 14) tient à ce 
fait que la rotation actuelle iî du corps et la rotation d'en- 
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traînement « à laquelle il participe, se composent suivant 
la loi (lu parallélogramme en une rotation dont Taxe se 
rapproche constamment de Taxe du mouvement d'entraî- 
nement. 

Cette démonstration ne peut être admise comme correcte ; 
elle est basée sur une confusion entre l'axe de la rotation 
actuelle et l'axe résultant qui est Taxe instantané de rota- 
tion . 

En effet, dès que la rotation w apparaît, l'axe matériel 
du tore change de direction, il cesse d'être immobile et ne 
peut donc être axe instantané ; le véritable axe instantané 
s'établira entre les deux vecteurs û et w suivant la diago- 
nale du parallélogramme construit sur ces deux longueurs; 
dès lors l'axe matériel du tore tournerait autour du vec- 
teur résultant et sortirait du plan défini par les positions 
initiales de Û et de « au lieu de rester dans ce plan comme 
le dit l'énoncé de Foucault et comme les faits le con- 
firment. 

Cette démonstration, adoptée également par Sire {24), 
contemporain et émule de Foucault, est donc fort peu satis- 
faisante. Elle a néanmoins séduit par sa simplicité et a été 
fréquemment reproduite; Perry [53) n'a pas hésité à y 
recourir dans son intéressant ouvrage de vulgarisation. 



III. — Applications immédiates du théorème fondamental 

DE l'effet OYROSTATIQUE A DIVERS EXEMPLES. 

26. Turbines et dynamos installées a bord des navires. 
— De nombreuses pièces de machines, induits de dynamos, 
rotors de turbines, ventilateurs, etc., animées de vitesses de 
rotation considérables, sont de véritables gyrostats.Si une 
de ces pièces se trouve à bord d'un navire, les déplacements 
angulaires de l'ensemble du bâtiment agissent comme des 
précessions forcées et font naître des réactions sur les 
supports, et, dans les axes, des efforts de flexion dont il 
convient de tenir compte. 
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Les mouvements du navire ayant le caractère de dépla- 
cements angulaires sont le roulis, le tangage et les change- 
ments de cap pendant les évolutions ; le premier des trois 
donne lieu aux vitesses les plus grandes. 

On peut admettre qu'un navire de qualités nautiques 
ordinaires s'incline de part et d'autre de la verticale de 
15^ environ (0,262 radian), la période complète du roulis 
variant de 5 à 10 secondes. L'oscillation ayant un caractère 
pendulaire, la plus grande vitesse angulaire est donnée par 
la relation 

27r4> 

T 
Ce qui donne en admettant * = 0,262 et T = 5 sec : 

« == 0,329 rad/sec . 

Supposons une turbine à vapeur dont les disques pèsent 
100 kilos, tournant à 3000 tours par minute, placée à bord 
du navire, son axe étant disposé transversalement; le roulis 
agira comme un mouvement de précession dans un plan 
transversal et provoquera un couple de réaction gyrosta- 
tique dans un plan horizontal. 

Le moment d'inertie J des disques peut être évalué à 
0,920 kmV^, ii =314 rad/sec. , en prenant w = 0,329 valeur 
admise plus haut, on trouve : 

C = Jiico = 0,920 X 314 X 0,329 = 95 kg. m. 

Ce couple se manifeste sur les paliers par des réactions 
horizontales comparables en grandeur à celles résultant du 
poids propre, et qui changent de sens à chaque coup de 
rouUs. Ajoutons que le couple C dont le plan est invariable 
est transmis aux paliers par l'arbre qui tourne sur lui- 
même, ce dernier est donc soumis à un moment fléchissant 
alternatif, ciiangeant de sens 3000 fois par minute dans 
l'exemple clioisi. 

Ce qui vient d'être dit des turbines, est applicable aux 
induits des dynamos, et explique les ruptures d'arbres 
fréquemment constatées au début de l'installation, à bord 
des navires, des petites turbo-dynamos d'éclairage. Le 
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remède consiste à placer l'arbre des dynamos et les tur- 
bines parallèlement à Taxe longitudinal du navire; les effets 
du roulis ne se font alors plus sentir; quant au tangage et 
aux évolutions ils donnent lieu à des vitesses angulaires 
beaucoup plus faibles. 

Le tangage et les changements de cap peuvent cependant 
provoquer des réactions gyrostatiques appréciables dans 
es turbines propulsives dont Taxe est disposé dans le sens 
longitudinal, mais dont les masses tournantes sont géné- 
ralement considérables. 

Un fort tangage est par exemple celui qui établit une 
dénivellation de 9 mètres entre l'avant et l'arrière d'un 
bateau de 100 mètres, avec une période courante de 7 sec, 
cela conduit à une vitesse angulaire maximum de 0,078 
rad/sec. 

Une évolution rapide produit un effet analogue, par 
exemple une gyration de 180° exécutée en 45 secondes 
correspond à une vitesse angulaire de 0,07 rad/sec. 

Calculons les réactions gyrostatiques produites par une 
précessio'i forcée de vitesse angulaire égale à 0,07 rad/sec. 
sur une turbine motrice. Supposons un rotor pesant 
2,800 kilos avec un moment d'inertie J = 980 k/g. m*, 
tournant à 500 tours (52,4 rad/sec) (Dimensions approxi- 
matives d'une turbine de haute pression d'un paquebot de 
la Manche), on trouve : 

C == Jilw = 980 X 52,4 X 0,07 = 3590 kg.m. 

Les paliers étant distants de 4,25 m. cela correspond à 
une force de 845 kilos sur chacun d'eux; ces forces sont 
verticales et constantes dans le cas d'un virage, horizon- 
tales et alternatives dans le cas du tangage. 

S'il y a deux turbines parallèles tournant en sens inverse 
et présentant des produits Jî.i égaux, les effets se com- 
pensent et il n'en peut résulter que des efforts intérieurs 
agissant sur le carlingage général des machines. 

En tous cas, si les effets gyrostatiques dans les navires à 
turbines sont sensibles pour les paliers, ils ne peuvent 
être dangereux pour \a coque du navire que si les fonds de 
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celui-ci sont établis clans des conditions de légèreté inac- 
coutumées (*). 

27. Roues dks navireîs a aubks. — • Les roues d'un bâti- 
ment à aubes peuvent être considérées comme deux volants 
calés sur un même arbre transversal au navire. Ici la 
vitesse angulaire est modérée, mais la masse importante 
des roues donne néanmoins au produit Ji.2 une valeur 
élevée. 

Par exemple, dans le cas des paquebots de TEtat belge, 
type « Marie-Henriette «, le poids de chaque roue est 
d'environ 50 tonnes et le moment d'inertie J = 32100 k/g 
m^, la vitesse angulaire ii = 5,24 rad/sec (50 tours par 
minute), soit Jii= 1G8000 pour chaque roue. 

Le tangage consistant en un balancement autour d'un 
axe transversal n'entraînera aucun effet gyrostatique, 
mais pendant les évolutions, dans le plan horizontal, il se 
manifestera un couple transversal tendant à incliner 
le navire. 

On reconnaît facilement par la règle des trois doigts que 
rincUnaison se produit sur bâbord lorsque révolution se 
fait vers tribord et réciproquement; c'est-à-dire que le 
couple gyrostatique aura pour effet d'incliner la mâture en 
dehors du cercle de gyration. D'autres causes, inhérentes 
à la construction même des navires, peuvent produire une 
incUnaison dans le même sens, néanmoins il paraît reconnu 
que cet effet est plus marqué pour les bateaux à aubes que 
pour ceux à hélices. 

En admettant comme au n^ 26 une vitesse de gyration 



( .) Le Vii)er et le Cobra, les deux premiers torpilleurs de haute mer 
munis de turbines Parsons périrent, à quelques semaines d'intervalle, très 
peu de temps après leur mise en service, en 1901, dans des conditions qui 
n'ont pu être bien précisées. Cette double catastroplie, attribuée à la fai- 
blesse de la cocjue et, à tort semble-t-il, à Teffet gyrostatique, flt l'objet de 
longues polémiques dans la presse technique anglaise. Dans Engineering, 
(1901, 2'"« semestre), on ne trouve pas moins de vingt-six lettres éma- 
nant de techniciens avertis, et l'on est étonné des notions étranges et 
inexactes de la plupart d'entre eux, sur le phénomène gyroscopique. 
(Voir Bibliographie, 68.) 
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6) = 0,07 rad/sec on trouve pour le paquebot envisagé plus 
liaut un couple inclinant 

C = Jiiw = 2 X 168000 X 0,07 = 23500 kg. m. 

capable de produire une inclinaison de 1,2° environ. 

Les effets du roulis sont plus importants. Pendant 
chaque demi-oscillation les roues exercent un couple de 
réaction gyrostatique horizontal. La coque est donc sou- 
mise à un moment horizontal, alternatif comme le mouve- 
ment de roulis lui-même, qui tend à produire un mouve- 
ment de lacet. Ce mouvement périodique est amorti par 
l'inertie du navire et la résistance de Teau, mais le couple 
n'en est pas moins transmis à la coque par l'intermédiaire 
des arbres porte-roues qui se trouvent par ce fait soumis 
à des efforts de flexion horizontaux. 

On peut se faire une idée de l'importance de ces efforts 
dans le cas de l'exemple précédent, en admettant pour la 
vitesse angulaire de roulis la valeur w = 0,329 trouvée 
au n^ 26. On obtient ainsi 

C = Jiio) = 1680U0 X 0,329 = 55000 kg.m. 

C'est un couple à caractère alternatif qui développe 
dans le métal de l'arbre des efforts de flexion comparables 
à ceux résultant des autres états de sollicitation de cette 
pièce. Si l'on note que les arbres porte-roues périssent par 
la fatigue due à la répétition des efforts alternatifs, on peut 
ajouter que Teffet gyrostatique, qui n'a jamais été envi- 
sagé dans les calculs, constitue un facteur important de 
l'affaiblissement graduel de ces pièces. 

28. Couple gyrostatique perturbateur dans les 
AUTOMOBILES. — Daus la disposition habituelle des voitures 
automobiles, l'arbre moteur est disposé longitudinalèment 
et porte un volant qui tourne dans le sens positif lorsqu'on 
regarde dans le sens de la marche en avant. 

Pendant les virages, le volant subit une précession 
foi cée et exerce un moment de réaction gyi^ostatique dans 
le plan vertical passant par l'axe. Ce couple, qui tend à 
soulager Tun des essieux et à surcharger l'autre, est trans- 
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mis du volant au châssis par rintennédiaire de l'arbre qui 
se trouve soumis par ce fait à un effort de flexion. 

Soit par exemple une voiture de type courant avec un 
volant de 55 kilos (J = 0,811 kig. m^) tournant à 
1,200 tours par minute (<o= 125,6 rad/sec). Supposons 
une courbe de 50 mètres de rayon parcourue à la vitesse 
de 36 kilomètres à l'heure, ce qui correspond à une vitesse 
angulaire d'entraînement w = 0,167 rad/sec. 

C = Ji}^) == 0,211 X 125,6 X 0,167 =4425 kg. m. 

L'influence de ce couple sur les essieux et les ressorts de 
suspension est insignifiant, et l'effort de flexion supplé- 
mentaire qui en résulte pour l'arbre est très faible. Ces 
effets deviennent beaucoup plus sérieux dans le cas du 
dérapnge; on peut en effet, sans exagérer, admettre que 
la voiture exécute un <* tête à queue « en une seconde, ce 
qui conduit à w = 3. 14 rad sec, et à : 

C = 0,211 X 125,6 X 3,14 = 83,3 kg. m. 

Cela conduit pour la charge du métal à la flexion, en 
prenant un arbre de 40 millimètres de diamètre, à : 

^ Cv 8330 X 32 ^__. , ^ 
< = — = — — = 1325 kg/cm^ . 

C'est un effort accidentel, supplémentaire, à caractère 
alternatif (puisque l'arbre tourne sur lui-même), avec 
lequel il est prudent de compter. 

?9. Conséquences de l'effet oyrostatique sur le maté- 
riel DES CHEMINS DE FER. — Chaque essieu du matériel 
roulant, avec ses deux roues, constitue un gyrostat dont la 
rotation est déterminée à chaque instant par la vitesse du 
train. Tout mouvement du véhicule produisant une dévia- 
tion de l'essieu dans un plan horizontal ou dans un plan 
vertical provoquera l'apparition d'un couple de réaction 
gyrostatique dans un plan perpendiculaire. 

Le [jremier cas à considérer est celui du véhicule circu- 
lant en courbe ; il est facile de reconnaître que le couple 
gyrostatique produit tend à renverser le véhicule en dehors 
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de la courbe et crée une pesée supplémentaire sur le rail 
extérieur en réduisant la pression sur le rail intérieur. 

li'expression du couple peut être mise ici sous une 
forme un peu plus particulière. 
Appelons R le rayon de courbure de la voie; 
r le rayon de roulement des roues ; 
rïi la masse d'une roue « ramenée à la jante » ; 
V la vitesse du train. 

V V 



On aura alors : J = m!r^ , i> = — , 



w -■= — 



r • R' 

C^ = m'i^~ . (48) 

Expression analogue à celle du couple de renversement 
C^ dû î'i la réaction d'inertie centrifuge. Si on désigne par 
h la hauteur du centre de gravité du véhicule au-dessus 
des rails et M sa masse, on a en effet : 

XV 

Si le véhicule comporte n roues on aura : 

a + C^ = (MA + nm'r) — . 

Le couple gyrostatique ajoute son effet à celui de l'inertie 
centrifuge; il doit être pris en considération dans la déter- 
mination du devers, mais il n'influe pas sur le transport 
latéral des l'ails en courbe. 

Ce couple, signalé pour la première fois par Wittfeld [69) 
présente un grand intérêt théorique; en fait, il est peu 
important et on peut calculer que pour les véhicules ordi- 
naires il atteint à peine 4 p. c. du moment de renversement 
dû à la réaction centrifuge. 

Par un raisonnement analogue on verrait que toute 
irrégularité horizontale des rails peut produire momenta- 
nément une pesée inégale sur les deux files de rails. Mais 
ici, à cause de la brusquerie de ces déviations accidentelles, 
le couple gyrostatique pourra être beaucoup plus accentué 
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et produire sur une voie flexible un véritable coup de 
roulis. 

L'effet gyrostatique intervient également chaque fois 
qu'une irrégularité de Tun des rails incline transversale- 
ment un essieu, ce qui engendre un couple tendant s faire 
pivoter le véhicule autour d'une verticale. 

Supposons que l'un des rails présente une bosse, dont 
nous appellerons 7? la pente moyenne d'un des versants, et 
soit L l'écartement de la voie; lorsque la roue montera 
sur la bosse, l'axe de Tessieu tournera dans le plan vertical 
avec une vitesse angulaire 

pY 

Le couple gyrostatique produit, dans le plan horizontaL 
aura pour valeur : 

C = Jii.) = mV« . - . ^ = ^ V2 . (49) 

r L L 

Ce couple aura une tendance à mettre le véhicule en 
travers de la voie, ou plus exactement, à le faire tourner 
de manière à ce qu'il se dirige vers le rail régulier. 

En descendant d'une bosse, un couple de même gran- 
deur agit sur le véhicule et tend au contraire à le diriger 
vers le rail irrégulier. 

Nous lencontrons une première application de ce résul- 
tat dans le cas de l'inégaUté de hauteur que Ton crée à 
dessein dans les courbes de raccordement. On voit que 
Veffet gyrostatique joue un rôle plutôt favorable puisqu'il 
tendra à facihter l'entrée en courbe et aidera le véhicule à 
reprendre rahgneinent droit à la sortie de la courbe. 

Une seconde application du même résultat lui découvre 
au contraire des conséquences fâcheuses. Chaque irrégu- 
larité en hauteur de la table de roulement tend, en effet, à 
produire un mouvement de lacet qui peut aller jusqu'à 
amorcer une usure locale de la face latérale du bourrelet; 
on peut établir par un exemple que cet effet est assez 
énergique. 

Soit un essieu à l'écartement de 1 mètre dont les deux 
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roues pèsent ensemble 600 kilos et dont le J =- 11 k/g.m^, 
le rayon de roulement est 50 centimètres et la vitesse 
V =-= 25 m/sec (90 km/heure). Supposons que Tune des 
roues franchisse une bosse de 100 millimètres de longueur 
et de 2.5 millimètres de hauteur ce qui donne pour chaque 
versant une pente p = 0,05. 
La relation (49) donne 

^ 11X0,05X25' ^_ . 
0,50X1,00 "" 

Ce couple peut sembler faible et incapable de produire le 
mouvement de lacet annoncé par la théorie, à cause de la 
résistance au glissement transversal qu'il devra surmon- 
ter; mais il n'est pas impossible qu'un phénomène ana- 
logue à celui des mouvements louvoyants intervienne et 
rende assez faible la résistance au glissement transversal. 
Dans ces conditions, malgré sa valeur modérée. le couple C 
dirigerait réellement le véhicule vers l'une des files de 
rails. 

Cela étant admis, chaque irrégularité dans un rail amor- 
cerait donc un mouvement de lacet et tendrait à provoquer 
par glissement transversal, une usure locale de la face 
supérieure de la table de roulement des rails. 

On pourrait chercher à expHquer ainsi comment une 
irrégularité verticale du rail engendre, par suite de l'effet 
gyrostatique, un mouvement horizontal, et comment celui- 
ci à son tour provoque une usure et une altération de la 
surface du rail qui peut se traduire après un certain temps 
par une nouvelle irrégularité verticale. 

Le raisonnement qui i)récode peut-il intervenir dans 
l'explication du phénomène encore obscur de la formation 
et de la propagation des usures ondulatoires des rails \ 
Sans prendre position dans le débat, il nous semble que 
l'explication qui précède est au moins aussi satisfaisante 
que plusieurs des hypothèses mises en avant jusqu'ici; et en 
tout état de cause, si l'action gyrostatique n'agit pas seule 
elle pourrait bien être un des facteui^s de ce curieux phé- 
nomène. 
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Remarque sur le cas particulier des trains électriques : 

Les conséquences de Teffet gyrostatique sur le matériel 
fixe et roulant sont indépendantes du mode de traction, 
elles sont donc applicables aux voies électriques. 

Ces effets seront même exagérés dans le cas des automo- 
trices électriques qui comportent d'autres parties tour- 
nantes que les roues. Par exemple, dans une des locomo- 
tives exposées à Turin, on compte en plus de six essieux, 
les rotors de deux alternateurs de 12,500 chevaux chacun, 
toutes ces pièces tournant dans le même sens à raison de 
400 tours par minute; les effets gyroscopiques ne seront 
certainement pas négligeables. 

D'autre part, nous avons vu plus haut [formules (48) 
et (49)], que les couples provenant de l'effet gyrostatique 
augmentent comme le carré de la vitesse; ils seront donc 
particulièrement à craindre aux grandes allures que l'on 
cherche précisément à atteindre sur les voies équipées 
électriquement. 

En résumé, l'effet gyrostatique multiplie les causes 
d'ébranlement de la voie dues aux irréguln rites des rails 
des lignec5 électriques à grande vitesse. Il est très probable 
que les difficultés éprouvées lors des premiers essais 
sur la ligne expérimentale Zossen-Marienfeld en 1903 
ne lui sont pas étrangères ; on se souvient en effet que 
c'est l'insuffisance de tenue de la voie qui a empêché 
d'atteindre dès le début la vitesse de 210 kilomètres 
obtenue après un renforcement de celle-ci. 

30. Couple gyrostatique perturbateur en navigation 
AÉRIENNE. — Le couple perturbateur qui vient d'être étudié 
dans différents cas (n^^ 26 à 29), doit se manifester aussi 
dans les appareils de navigation aérienne qui comportent 
des organes tournants tels que les hélices et les moteurs 
rotatifs. Son importance est même d'autant plus considé- 
rable ici que les masses tournantes représentent une 
fraction plus importante de l'ensemble, et que, d'autre part, 
la stabilité naturelle de ces appareils n'étant pas très 
grande, un couple perturbateur relativement faible peut la 
compromettre. 
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Soit le cas d'un aéroplane, une désorientation de Taxe 
du moteur dans un plan quelconque donnera lieu, dans un 
plan perpendiculaire, à un couple gyrostatique qui sera 
transmis à la charpente de l'appareil par l'intermédiaire 
des paliers du moteur. L'axe étant dirigé dans le sens de la 
progression, (îe couple fera apparaître une tendance au 
tangage (à cal)rer ou à piquer vers le sol) pendant les 
évolutions, et tendra à provoquer des embardées latérales 
pendant les manœuvres verticales. 

En particulier, un virage trop brusque peut provoquer 
un coup de tangage tel que l'angle d'attaque de l'appareil 
devienne négatif et qu'il pique vers le sol avant qu'une 
manœuvre opportune ait eu le temps de le redresser. Beau- 
coup d'atterrissages brusques et plusieurs accidents ne 
doivent pas être attribués à d'autres causes. 

L'application numérique suivante permet de se faire une 
idée de la grandeur que ce couple doit avoir dans les aéro- 
planes actuels. 

Les vitesses à considérer varient entre 20 et 30 mètres 
pai' seconde, les diamètres des cercles de virage vont de 
200 à 50 mètres, c'est-à-dire que les vitesses angulaires 
des aéroplanes pendant les virages sont comprises entre 

— = 0.2 et — = 1.2 radian par seconde; en d'autres 
100 25 * 

termes nous considérons des aéroplanes qui tournent de 

180^ en des temps variant de 15,7 à 2,b2 secondes. 

Supposons que nous ayons un moteur rotatif « Gnome » 
pesant 50 kilos (son moment d'inertie sera environ à 
j = 0,344 k/g. ni*) et une hélice de 2,20 m. de diamètre 
et pesant 6 kilos, dont le moment d'inertie sera J' = 
0,442 k/g. m^ ; le nombre de tours étant de 1200 par 
minute, ou û = 1:^5,6 rad/sec. 

Le moteur donnera lieu à un couple gyrostatique cons- 
tant donné par le produit Jlîw, il en sera de même de 
l'hélice si elle est à plus de deux ailes; si elle est à deux ailes, 
ce qui est le cas général des hélices aériennes, elle tombe 
dans le cas des pseudo-gyrostats (n^ 23) et donne lieu à 
un couple de direction et d'intensité variables. La compo- 
sante principale de ce couple s'ajoutera au couple dû au 
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moteur et sa valeur oscillera deux fois par tour de l'hélice 
sensiblement entre et SJ'ûw. 



Vitesse angulaire de virage . 

Durée d'un demi-tour . . . 

Couple dû à l'hélice, variable 
deOà 

Couple du moteur 

Somme 



0,2 
15,7" 

22,20 

8,64 

30,84 



0,4 
7,85" 

44,40 
17.28 
61,68 



0,6 
5,23" 

66,60 
25,92 
92,52 



0,8 
3,92" 

88,80 

34,56 

123,36 



1,0 
3,14" 

111,00 

43.2 

154,20 



2,62" 

133,2 

51,8 

185,0 



Le tableau précédent indique en kilogrammètres la 
valeur du couple dû au moteur et la valeur maximum du 
couple dû à rhélice, le couple total varie périodiquement 
entre les nombres indiqués par les deux dernières lignes du 
tableau. 

On voit que ces moments ne sont pas négligeables et 
Ton conçoit que pour prendre un virage, l'aviateur doit 
connaître à fond son appareil afin de pouvoir manœuvrer 
ses gouvernails de manière à neutraliser graduellement la 
dangereuse tendance à cabrer ou à piquer. On conçoit 
aussi qu'une désorientation imprévue ou involontaire 
donne lieu à un couple gyrostatique dangereux et même 
fatal . 

• Les appareils munis de deux hélices (Wright) tournant 
en sens opposés sont à l'abri des inconvénients signalés et 
il est établi qu'ils permettent des virages plus courts sans 
présenter aucune tendance parasite au tangage; les couples 
gyrostatiques égaux et opposés se neutralisent et produi- 
sent sur la charpente des efforts intérieurs. 

Remarquons cependant que si l'on utilise deux hélices à 
deux ailes, il ne suffit pas qu'elles tournent en sens opposé, 
il faut encore pour annuler les couples parasites, qu'elles 
se trouvent à chaque instant dans des positions symétriques 
par rapport au plan de symétrie de l'appareil: cela se 
déduit immédiatement des remarques sur les pseudo- 
gy ro s tats n^ 23. 



CHAPITRE III 



LES PRINCIPAUX ETATS DE SOLLICITATION 

DES GYROSTATS 



I. — Problème du premier genre. — Gyrostat mobile 

AUTOUR d'un point DE SON AXE ET SOUMIS A UNE FORCE 
DE DIRECTION CONSTANTE. 

Ce problème peut toujours se ramener au cas d'un gyro- 
stat pesant, appuyé ou suspendu par un point de son axe 
différent du centre de gravité, mis en rotation tout en étant 
maintenu dans une orientation quelconque et abandonné en- 
suite à l'action de la pesanteur. Cela nous permettra de sim- 
plifier le langage dans les numéros qui vont suivre, mais il 
est bien entendu que les expressions: direction de la pesan- 
teur, centre de gravité, plan horizontal, peuvent être rem- 
placées par: direction de la force, point d'application de la 
force sur l'axe du gyrostat et plan normal à la direction de 
la force. 

31. Première approximation. — Soit G l'angle que fait 
l'axe du gyrostat (fig. 23) avec la direction de la pesan- 
teur, celle-ci exerce autour du point fixe un couple repré- 
senté par un vecteur horizontal : 

c = P/ sin Ô . 
Appliquons le théorème du moment cinétique, nous au- 



-se- 
rons à exprimer que rextrémité du vecteur du moment ciné 
tique Jû, confondu en direction avec Taxe matériel du gyro- 

stat, se déplace avec une vitesse linéaire équipollente à c. 
L'extrémité de Jû décrira donc dans un plan horizontal, 

puisque c ne cesse d'être horizontal, une courbe qui ne peut 
être qu'un cercle de rayon Jt} sin G. La vitesse angulaire co 
avec laquelle ce cercle est parcouru est donnée par: 

VI sin Ô = JÛ sin ô . a> 

(50) 



W =: 



Jli 



On arrive au mênio résultat en appliquant une des re 



I 






"*>. 




Figure 23. 



Figiii'e 24. 



marques du n"" lô. supposons le ^yrostat décomposé en deux 
auties, l'un à axe vertical caractérisé par un moment ciné- 
tique Jt} cos 6, le second à axe horizontal et de moment ciné- 
tique JQ sin 0. La foice P n'exerce aucun effet déviateur sur 
le premier, tandis qu'elle exerce sur le second un couple 
déviateur qui produit une précession dont la vitesse angu- 
laire est donnée par le principe fondamental: 



PI 



0) = 



JiisinS Jil' 



{50bis) 
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On vérifie facilement que le sens du mouvement de pré- 
cession est celui indiqué par la figure 23. 

La formule (50) ou (506i,s), qui sera fréquemment utilisée 
dans la suite, donne lieu aux énoncés suivants: 

a) Un gyrostat tenu sous un certain angle avec la verticale 
et abandonné à la pesanteur décrit un cône circulaire autour 
de la verticale du point fixe ; 

h) La vitesse angulaire de précession est indépendante de 
l'inclinaison et varie en raison inverse de la vitesse de rota- 
tion propre; 

c) Pour un observateur placé debout sur le plan horizontal 
du point fixe et regardant vers le bas — c'est-à-dire dans le 
sens de la pesanteur (force extérieure) — la précession a 
lieu dans le même sens que la rotation propre ou en sens 
inverse suivant que le couple exercé par la force extérieure 
tend à rapprocher l'axe du gyrostat de la verticale ou à l'en 
éloigner; la précession est dite directe dans le premier cas, 
rétrograde dans le second. 

32 . Seconde approximation. — En première approxi- 
mation on n'a tenu compte que du terme gyrostatique, sans 
s'inquiéter des réactions d'inertie ordinaires, ce qui a fait 
négliger le petit mouvement de nutation déjà rencontré au 
n° 19. 

Considérons donc un gyrostat Jù, maintenu sous un an- 
gle 6(j avec la verticale, puis abandonné à l'action du cou- 
ple c de la pesanteur. Etudions le mouvement d'un point M 
de l'axe du gyrostat sur la sphère dont le rayon est égal à 
l'unité, sa position peut être définie par les coordonnées 6 
et ç (fig. 24) ; 6 est l'angle que fait à un instant quelconque 
l'axe OM avec la verticale et ç est l'angle que fait le plan 
méridien VOM avec un plan méridien VOM^, choisi comme 

origine. 

Pour la facilité des calculs, on utilisera les coordonnées: 

tr = f sin e 2/ = ^ - ^0 » 
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X est ainsi Tangle conique décrit par l'axe du gyrostat autour 
d'une droite OD normale à la fois à Taxe du gyrostat et à 
l'axe OC du couple. 

Soit I le moment d'inertie du gyrostat (y compris éven- 
tuellement son équipage) par rapport à une perpendiculaire 
à l'axe de figure au point fixe. (On pourrait distinguer entre 
V par rapport à OC et I'' par rapport à OD, mais ct^la ne 
ferait que compliquer les résultats, sans intérêt.) 

Appliquons les équations générales (32) du n"* 15 en adop- 
tant comme axes mol)iles OCMD, on obtient directement: 

, crœ ,^^ dy 

dV dt 

Le couple c = P/ sin 6 est fonction de 6, mais nous savons 
par expérience que 6 variera peu pendant le cours du mou- 
vement, nous supposerons donc le couple constant et égal à 
P2 sin 6(j, cela simplifie le calcul, mais il y aura lieu de se 
souvenir que les résultats ne seront valables que si 6 ne 
s'écarte que peu de ô^. 

Les équations (51) ne diffèrent pas des équations (33^) 
du n*" 19, en tenant compte des conditions initiales 

a; = y=--^ = o pour f = o, OU trouve, en éliminant x entre les 

deux équations: 

d'y J^i>- C 
dV r ^ I 

et l'intégrale générale: 



. Jii ^ Jii c\ 



1/ = Cl sin — < + C2 cos — < + 



avec : 



Ci=o et C2=-^,,,2, 
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ou: 

cl /, Ji> \ 

c ^ cl . Jil^ 

En passant aux variables: 



(52} 



6=00 + y et cp-- 

sinQo 

on obtient finalement : 



p/ ip/ . m 



(53) 



Le mouvement de l'axe du gyiostat se compose d'un mou- 
vement en azimut a vitesse constante — (trouve en pre- 

cl >*^ 

mière approximation), auquel se superpose un mouvement 
périodique, et un mouvement en hauteur également pério- 
dique. 

On peut d'ailleurs traduire ces équations (53) en langage 
ordinaire d'une manière plus complète: 

a) Le gyrostat fait une série d'oscillations isochrones dans 
le plan vertical pendant que ce plan tourne d'un mouvement 
périodiquement varié autour de la verticale du point fixe; 

b) La vitesse du moven mouvement de précession autour 

de la verticale est — , elle est indépendante de l'incli- 

naison de l'axe et inversement proportionnelle à la vitesse 
de rotation propre. (Le sens du mouvement est indiqué au 
n^ ai, c) ; 

SttI 

c) La période des oscillations de nutation est T =— , elle 

est indépendante du moment des forces extérieures ; 
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d) L'amplitude angulaire des oscillations de nutation est 

2IP/sineo „ . . „ 

°i — Oq = — — — ; elle est inversement proportionnelle 

au carré du moment cinétique ; 

e) Un point de l'axe du gyrostat décrit sur la sphère me- 
née autour du point fixe une succession de festons entre les 
parallèles 6^ et Oj. Le rapport de la largeur des festons, me- 
surée sur le parallèle 0^,, à 1(HU^ hauteur mesurée sur le méri- 
dien est u: 1 ; 

f) La hauteur des festons décrits par le point de Taxe à 
l'unité de distancé du point fixe, estimée suivant la direc- 
tion de la pesanteur est : 

2, / X • 21P/sin ^eo 

^ - (9i - Oo) sin Go = — pqT- • (54) 

Remarque L — Les coordonnées auxiliaires choisies x et 
]l sont des coordonnées tangentielles ; supposons que Ton 
développe sur un plan le cône tangent à la sphère de rayon 1 
le long du parallèle 6^, la trace de l'axe du gyrostat sur le 
cône, ou sur la sphèi*e, se développera suivant une épicy- 
cloïde. * 

Autrement, si x et i/, des relations (52), représentaient 
les coordonnées rectangulaires d'un point, ces équations se- 
raient celles d'une cycloïde. Nous avons supposé le gyrostat 
abandonné à l'action de la pesanteur sans vitesse initiale de 



précession, s'il y avait une vitesse initiale ( -y ) , la trace 

d'.un point de l'axe eut été une cycloïde allongée ou rac- 
courcie. 

Dans tous les cas où il n'y a pas de vitesse initiale, on a 
une cycloïde ordinaire dont les points de rebroussements se 
trouvent sur le parallèle supérieur. 

Remarque II. — Les relations auxquelles on est arrivé 
montrent nettement que l'amplitude de la nutation est d'au- 
tant moindre que la rotation propre est plus rapide. Le ta- 
bleau suivant donne une idée de la hauteur verticale h des 

J2Q2 

festons, équation (54), en fonction de la quantité k = —- 
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qui caractérise le gyrostat, dans les trois hypothèses: 60 = 30*, 
60" et 90». 



* 4IP/ 


Valburs de h 1 


eo = 3œ 


Oo = 60û 


eo = 90« 


50 
20 
10 
5 
2 
1 



0,00250 
0,00625 
0,01250 
0,02500 
0,06250 
0,1250 


0,0075 

0,01875 

0,0375 

0,0750 

0,1875 

0,3750 


0,0100 
0,0250 
0,0500 
0,1000 
0,2500 
0,5000 



Ces résultats, comme le principe de l'effet gyrostatique 
lui-même, ne seraient rigoureusement exacts que si Ù était 
infiniment grand, et, d'autre part, nous savons qu'ils ne 
doivent être pris en considération que si l'angle 6 ne 
s'écarte pas notablement de G^,. Nous verrons au n** 33 quels 
ont été les facteurs négligés et au n** 34 nous aurons un moyen 
d'évaluer quantitativement les erreurs dont sont affectés les 
résultats du tableau précédent; nous verrons alors que ces 
erreurs sont insignifiantes pour les valeurs de k atteignant 
ou dépassant 5. 

33. Description qualitative rigoureuse du mouve- 
ment. — L'erreur fondamentale volontairement commise, 
dans le but de simplifier les calculs conduisant aux résultats 
précédents, consiste à supposer l'axe matériel et l'axe du 
moment cinétique confondus pendant toute la durée du mou- 
vement. 

En fait, ces axes se séparent dès le début, comme on peut 
s'en rendre compte en analysant le mouvement qui n'est 
autre qu'un mouvement de Poinsot généralisé (voir n'' 11). 

Supposons un gyrostat maintenu dans la direction 0F„ 
(fig. 25) ; aussitôt abandonné à la pesanteur, dont l'action 



se traduit par un roupie C autour du point fixe O, l'axe de 
W'rave (axe nialt'iiel) subit uue accélération angulaire dans 
le plan vertical ZOF„ , le premier élément de la trajectoire 
cherchée sera donc vertical. 

En même temps, sous l'effet du même couple, l'extrémité 
du vecteur du moment cinétique, dont la direction O^o était 




Figure ?5. 



au dél»ut confondue avec celle de 0F„, se déplace normale- 
ment au plan Z0^„ vers O^'. 

Remarquons ici que malgré les variations de l'inclinai- 
son 6 de l'axe matériel avec la verticale, le vecteur C sera 
toujours horizontal et que, par conséquent, l'extrémité du 
vecteur Sfli se déplacera toujours dans un même plan hori- 
zontal. 

Nous savons, d'autre part, que pour un solide de révolu- 
tion, les trois vecteurs OF, OSH, OH sont dans un même plan 
(n" 8) et que leurs positions relatives sont données par 

^^Hi^J., (26) 

(Dans le cas de la ligure, l'-'llipsoïde de révolution est sup- 
posé aplati J>I.) 
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Enfin nous pouvons déterminer de proche en proche la 
vitesse instantanée de rotation autour de l'axe OR. 

Pour chacune des positions successives 0^„, 0«^'..., on 
peut donc déterminer de proche en pi'oche la position du plan 
des trois vecteurs, et la relation écrite- plus haut permettra de 
trouver les positions simultanées des trois vecteurs dans leur 
plan. 

Les plans méridiens ZOF' et ZOM' font entre eux un petit 
angle, de sorte que le vecteur C normal ZOF' n'est pas nor- 
mal à ZO^', mais il s'en faut de peu, le trajet décrit par ^, 
tout en ne sortant pas d'un plan horizontal, n'est donc pas 
rigoureusement circulaire. 

On arrive ainsi à se représenter le lieu géométrique de M, 
point de percée de 0^ dans la sphère de rayon 1, comme 
une courbe différant très peu d'un petit cercle horizontal 
F^M'FjF,...; le heu de R comme une courbe sinueuse 
F^'F^... et le lieu de F comme une courbe F^F'F.F^... for- 
mée d'une série de boucles qui s'appuient normalement sur 
le petit cercle horizontal passant par la position initiale de 
l'axe. 

Le chemin décrit par un point de l'axe est donc compris 
entre deux cercles horizontaux 6^ et 6^ , mais ce n'est pas 
une simple cycloïde. 

On reconnaît par le i-aisonnement précédent que plus la 
vitesse propre Q sera grande, plus la période des boucles suc- 
cessives sera courte. 

Inversement, l'influence initiale de la pesanteur sera d'au- 
tant plus marquée et les boucles d'autant plus importantes 
que la rotation propre sera plus lente; en même temps les 
boucles s'éloigneront de plus en plus de la forme cycloïdale. 
Dans le cas limite où û sei'ait nul, le système devenant un 
simple pendule, le point F oscillerait suivant un arc de méri- 
dien. 

Ce qui précède suppose le gyrostat abandonné sans vi- 
tesse à l'action de la pesanteur, dans la position OF^,; s'il y 
a une vitesse initiale, celle-ci modifie la forme de la trajec- 
tou'e de F et fait notamment disparaître les noints de rebrous- 
sèment; on peut obtenir ainsi une variété infinie de trajec- 
toires complexes ayant les formes les plus inattendues. 
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Moyennant certaines conditions initiales très particu- 
lières, la trajectoire de F peut même se réduire à un cercle 
horizontal ; en effet, si à Tinstant oii la pesanteur commence 
à agir, le point F est animé d'une vitesse dirigée suivant 
FqM', cette vitesse agissant comme précession forcée, pro- 
voque un couple de réaction gyrostatique qui peut être pré- 
cisément égal à P/ sin Gq. Dans ces conditions, il n'y a aucun 
mouvement vers le bas et le mouvement se réduit à une pré- 
cession rigoureusement uniforme. (Nous verrons au n** 36 en 

quoi cette précession uni- 
forme diffère de la préces- 

sion moyenne • *^ = tt; • ) 

On peut reproduire ces 
divers mouvements en se 
servant d'un petit pendule 
conique dont la masse est 
constituée par une toupie 
gyrostatique (fig. 26) ; 
pour des angles 6 assez fai- 
bles, on peut même enre- 
Figure 27. gistrer ces mouvements en 

fixant à l'extrémité infé- 
rieure du pendule un pinceau imbibé d'encre qui dessine la 
trajectoire sur une feuille de papier horizontale. 

On observe encore mieux ces trajectoires complexes au 
moyen de la toupie gyrostatique représentée par la 
figure 27, dont on peut placer le centre de gravité à une dis- 
tance quelconque au-dessus ou en dessous du point d'appui, 
cela permet notamment de diminuer le pioduit P/ et de 
réduire autant que l'on veut la vitesse du moyen mouvement 
de précession. 

34. Equations DTPFÉRENTîELiiKs exactes. — Discus- 
sion GÉOMÉTRIQUE. — Pour déiinir analytiquement les mou- 
vements compliqués qui viennent d'être décrits, il faut re- 
courir à des méthodes de calcul que nous ne reproduirons 
pas, ce serait sortir du cadre de cette étude dont les appli- 
cations doivent constituer le principal objet. 
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Il est néanmoins utile d'indiquer la marche suivie et 
d'écrire les équations différentielles du mouvement, ne fût- 
ce que pour tirer de leuj- discussion quelques déductions 
générales qui préciseront les conclusions du jx'' 32 et leur don- 
neront plus de poids. 

Pour la mise en équation, on part généralement des équa- 
tions d'Euler (16) (17) et (18), d'où l'on déduit facilement 
deux premières intégrales. Mais on peut écrire directement 
ces deux intégrales en appliquant les théorèmes du moment 
cinétique et de la force vive. 

Désignons toujours par 6 l'angle de Taxe du gyrostat avec 

la verticale, par — sa vitesse angulaire autour de la verti- 
cale du point fixe et par I le moment d'inertie du gyrostat 
par rapport à un diamètre équatorial de son ellipsoïde d'iner- 
tie au point fixe. 

La première intégrale exprimera que la composante verti- 
cale du moment cinétique est constante pendant le mouve- 
ment, puisque le couple extérieur dû à la pesanteur ne cesse 
pas d'être horizontal: 



J ( -^ + -^ CCS J cos + I ^ sin^ = S^, 



fê4î-') 



Remaïquons que la seule force extérieure appliquée ren- 
contre l'axe du gyrostat, dès lors, la vitesse angulaire esti- 
mée autour de cet axe restera constante pendant le cours 
du mouvement, l'on peut donc écrire : 

d^ dif ^ , . 

-r + -r cos = ii = constante , 
dt dt 

m 

et l'équation précédente devient: 

Ji> cos ô = I -^ sin« = SU,, . 

• 

La seccmde intégrale exprimera (jue la variation de force 
vive pendant un temps quelconque est égale au double du tra- 
vail de la force extérieure pendant le même temps: 

Jû^ + (l ^ sin q\ -h I (j\ = ^0 + 2P/ (cos ^o - cos e) . 
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Les circonstances initiales étant définies Dar: 
^0 = Jû COS Oq , «0 = JÛ . 

les équations précédentes deviennent: 

dif Jû 



dt I siu" 



(ces Ôq - COS 6) 



I 



(^^y = 2P/ (cos Oq - COS 0) - I C-^ sin oV 



(55) 



l']liminant <|> entre ces deux é(iuations, on trouve: 
r( ysin \ =(cosOy-cosO)[2IP/sin"0-J*i-i'(cosOo- coso)], 
ou encore: (56) 

I , = \/(cos G(, - COS 0) [ïîIP/ siir'o- J'ii' (cos % - coso)]. 

Cette équation exprime t en fonction de cos 6 par une fonc- 
tion elliptique et ^i sera exprimé par une fonction double- 
ment périodique du temps (*) . 

Nous nous bornerons à discuter l'équation (56) qui ex- 

M . V ' 
prime I y sin i au moyen d'un polynôme de troisième de- 

gré en cos 6. On reconnaîtra facilement que ce polynôme 
s'annule pour- trois valeurs de cos G dont Tune correspond à 
une anf^le imaginaire, les deux autres fournissant des va- 



(*) Posons (08 6 = 07 et représentons le second membre de réquation (56) 
par f> (a?), on obtient alors, en effet, les formes caractéristiques des inté- 
grales elliptiques : 



J\dx ^ __ Ç Ja (Xu — x) (In 



d6 

L'étude de ces intéfîrales conduit à conclure que cos 6 ainsi que — - 

dt 

reprennent les mêmes valeurs au bout d'une période T . tandis que 'li 
augmente de constantes. lUi point de raxe du gyrostat décrit une courbe 
indéfinie. 

Par un clioix judicieux des paramètres, les intégrales elliptiques sont 
réduites à des intégrales pseudo-elliptiques, le résultat est alors algé- 
brique et la courbe décrite par un point de l'axe se ferme sur eUe-même. 
L'étude de ces mouvements a été faite par Greenhill (6/), les trajectoires 
algébriques qu'il a obtenues pour certains cas particuliers ont été repré- 
sentées par M. Dewar (6."?) en projection stéréoscopique. 
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leurs de 6 comprises eiiti'e 0° et 180^ Géométriquement, cela 
signifie que le mouvement en hauteur de Taxe du gyrostat 
présente une vitesse nulle pour deux inclinaisons limites, ces 
inclinaisons définissent les cercles de parallèles entre lesquels 
se confine le mouvement décrit au numéro précédent. 

Rn effet, le polynôme formant le second membre de 
l'équation (56) admet une première racine 

Les deux autres s'obtiennent en égalant à zéro le contenu 
du crochet : 

2VPI (1 - ces' e) - J'ii' (cos 6o - cos g) = 
on en tire: 



cos = A =t: \/k* - 2k cos Oo + 1 
à condition de poser: 



k^ 



4ipr 



lia quantité fc étant positive, le signe + placé devant le 
radical conduit à une valeur de cos 6 supérieure à l'unité, ne 
correspondant donc à aucune valeur léelle de 6. 

Le signe — au contraire, donnera une valeur de cos 6 com- 
prise entre et 1, qui définira la seconde limite 6^ par la rela- 
tion : 



cos Oi = A - y/k" - 2k cos Go + 1 . (57) 

Si donc le gyrostat n'a aucune vitesse initiale à l'instant 
où il est abandonné à la pesanteur, un point quelconque de 
son axe décrira une courbe sphérique comprise entre deux 
parallèles horizontaux déterminés par Ôq et Gj. 

Nous étudierons la relation qui existe entre ces deux li- 
mites et la grandeur de la rotation propre, en nous servant 
d'une construction graphique. 

Traçons une demi-circonférence dont le rayon représen- 
tera l'unité de longueur (fig. 28), le rayon OF^ définit l'in- 
clinaison initiale 6u, sa projection OA^, repi'ésente cos Gq. 

Portons sur la verticale du point O une longueui* OK = h et 
joignons KF^, la longueur du côté KF,, du triangle OKFo re- 
présentera V^^-2Âcos©o4^; t^^^ enfin l'arc de cercle 
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F„A,, il détermine une longueur OA^==OK — KF„ égale à 
cos6, et donne directement la direction OF^, c'est-à-dire le 
second angle limite 6^. 

L'examen de la figure 28 conduit à l'énoncé des pro- 
priétés suivantes: 

a) Dans tous les cas, on aura ^^> 6^,, la seconde position 

limite sera en dessous de la 
position initiale; 

h) L'écart angulaire entre 
les deux limites 6^ et Oq est 
d'autant plus faible que le 
point K sera plus haut, c'est- 
à-dire (lue la rotation Q sera 
plus rapide; 

c) L'angle initial 6,, étant 
donné, on peut déterminer 
par une construction graphi- 
que la vitesse Q minimum (]ue 
doit avoir le gyrostat pour 
(jue la limite inférieure ne 
tombe pas en dessous d'une 
direction donnée 6, ; il suffit 
de joindre 1\A, et d'élever au 
milieu de cette droite une 
pei-pendiculaire qui déter- 
mine le point K et, par suite, 
la valeur de k qui doit être 
au moins atteinte ; 

d) A mesure (|ue la vitesse Ù diminue, le point K se rap- 
proche de 0, l'angle limite G, augmente, dépasse 90®, 
s'abaisse en dessous de l'horizontale et atteindrait ir pour 
fr = o. Dans ce dernier cas, qui correspond à une rotation 
nulle, le i^vrostat nartant de son inclinaison initiale 6„ oscil- 
lerait en passant par la verticale O^' comme un pendule ordi- 
naire; 

e) La construction graphique permet de reconnaître que 
si k diffère même très peu de zéro, ce qui a lieu pour une 




Figure 28. 
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rotation très peu marquée, Tangle 6, prend néanmoins une 
valeur qui diffère sensiblement de u, c'est un des faits qui 
frappent le plus lorsqu'on fait rexpérience au moyen d'un 
pendule gyrostatique, la moindre rotation propre fait passer 
l'axe du pendule sensiblement en dehors de la verticale. Par 
exemple, dans la figure 26, les positions OF'^ et OF'j corres- 
pondent à la valeur très faible k = OK\ 

Au point de vue pratique, la propriété h ci-dessus est la 
plus importante, elle exprime que le phénomène parasite de 
la nutation est d'autant moins marqué, que les caractères 
distinctifs du gyrostat sont plus accentués, c'est-à-dire que 
Pù^ est plus grand. Précisons cette conclusion par un calcul 
numérique en exprimant la hauteur verticale h des boucles 
décrites par le point de l'axe qui se trouve à l'unité de dis- 
tance du point fixe, cette hauteur est représentée par la dis- 
tance A^A^ (fig. 28), elle est donnée par: 



fi= cosrjQ-k — \/k' — 2k ces 00 + 1 • 



(58) 



Calculons h pour différentes valeurs de k et pour les incli- 
naisons initiales 6o = 30**, (W et 90", nous obtenons 
ainsi le tableau suivant dans lequel sont reproduites, en 
regard des valeurs exactes de h, les valeurs correspondantes 
trouvées par la méthode approchée [n° 32, équation (54)]. 



^2Q^ 






Valeurs de h 






«0 = 


= 30° 


©0 = 600 


9„ = 


= 90o 




exacte 


approch. 


exacte 


approch. 


exace 


approch. 


50 


0,00253 


0,00250 


0,00750 


0,00750 


0,0100 


0,0100 


20 


0,006351 


0.00625 


0.01920 


0.01875 


0,0250 


0,0250 


10 


0,01312 


0,01250 


0,0393 


0,0375 


0,0499 


0,0500 


5 


0,03012 


0,02500 


0,0825 


0,0750 


0,0990 


O.IOOO 


2 


0.10539 


0,06250 


0,23205 


0, 1875 


0,23fil 


0,2500 


1 


0,38365 


0.12.i00 


0,5000 


0,375 


0,4142 


0,5000 





1,86603 


— 


1,5000 


— 


1,000 


- 
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Ces résultats confirment ce que nous avons dit en termi- 
nant le n** 32 et montrent que notre méthode dite de seconde 
approximation est parfaitement suffisante pour les cas pra- 
tiques où il s'agit de systèmes animés de la rotation rapide 
qu'implique la définition des « gyrostats ». 

35. Cas particulier de la toupie dormante, — On dit 
qu'une toupie « dort » lorsque son axe de figure se main- 
tient vertical ou sensiblement vertical pendant le cours du 
mouvement. 

Ce cas particulier, défini par ôy — o, n'a pas été examiné 
dans la discussion précédente, on trouverait d'ailleurs que 
6j serait nul en même temps que G„ et que la toupie resterait 
verticale; mais ni l'équation (57) ni la figure 28 ne four- 
nissent aucune indication sur la valeur correspondante de k. 

Pour lever cette indétermination, il v a lieu de chercher 
les conditions nécessaires pour que ce cas particulier du mou- 
vement du gyrostat soit possible, en d'autres termes de re- 
chercher dans quelles conditions la position veiticale de la 
toupie est stable. 

A cet effet, supposons que la toupie fasse avec la verti- 
(*ale un angle 6^ très petit, nous pourrons dire que son mou- 
vement sera stable si le second angle limite 6^ est dû même 
ordre de grandeui* que 6„. Reportons-nous à la figure 28, en 
nous souvenant par quelle construction géométrique on peut 
déduire 6j de 6^,, on voit immédiatement que ces deux angles 
seront certainement du même ordre de grandeur si le cen- 
tre K de l'arc de cercle auxiliaire F^A, se trouve à l'extérieur 
du cercle de rayon I et qu'il n'en sera pas de même si la 
longueur OK est inférieure à l'unité. D'où nous déduisons la 
condition de stabilité: 

4IP/ 
k>\ ou ^-'>"j7- (59) 

Si nous étendons le cas de la « toupie dormante », au pen- 
dule gyrostatique dont l'axe est vertical, ce qui correspond 
Il Oj^ = 180°, le même raisonnement et le même résultat s'y 
ap{)liquent à fortiori 

Nous retrouvons ainsi graphiquement la condition que 
M. Klein (66) a étabhe par l'analyse. 
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36. Etude paktici'likre de la préckssion uniforme. 
— On appelle précession uniforme le mouvement sans nu- 
tation obtenu moyennant des conditions initiales particu- 
lières. 

Soit OF l'axe de figure (fig. 29), le point fixe, G le point 
d'application de la force e-vtérieure de direction constante 
(disons pour simplifier, 
la pesanteur), l'incli- 
naison du gyroslat est ^- 
définie par l'angle 6 que 
fait la portion OG de 
l'axe avec la direction 
OZ opposée à la direc- 
tion de la force (verti- 
cale ascendante) . 

Désignons par m la vi- 
tesse angulaire de la 
précession uniforme, 
nous pourrons faire les 
remarques suivantes, 
au.xquelles d'ailleurs 
l'examen de la figure 
conduit tout naturelle- 
ment: 




Figarc 29. 



a) Connaissant Q et co, 
on peut trouver sans dif- 
ficulté la direction OR de l'axe instantané de rotation, il suf- 
fit d'ajouter géométriauement les vecteurs Q et w. On en 
déduit l'ouverture des deux cônes circulaires dont le roule- 
ment définit le mouvement du système, leurs demi-angles au 
sommet sont FOR et RO/. 

Si l'angle GOZ<90'' (toupie), le cône lié au corps roule 
sur la surface extérieure du cône fixe; si GOZ>90'' (pen- 
dule gyrostatique) , le cône mobile roule sur la face intérieure 
du cône fixe. Ces deux cas correspondent respectivement à 
la précession directe et à la précession rétrograde. 

Dans l'un et l'autre cas, le cône mobile semble appuyé 
contre le cône fixe au mépris de la force extérieure, cette 
remarque peut servir à établir une règle mnémonique. 
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h) De même que Ton a trouvé Taxe OR, on peut déter- 
miner facilement le vecteur 0^ du moment cinétique, il se 
déduit de ses deux composantes suivant OF et suivant une 
normale à OF, savoir: 

J(û + (ocos6) et Ifosinô. 

La connaissance de ce vecteur 0^^, situé dans le plan ver- 
tical de OZ et de OF, permet de déterminer exactement la 
vitesse de précession uniforme; c'est, en effet, l'extrémité 
de ce vecteur qui se déplace avec une vitesse linéaire équi- 
poUente au couple extérieur, ce qui s'exprime par: 

(o [ J (Q + 0) cos 6) sin 6 - Ifo sin 6 . cos 6] — VI sin 6 . 
La résolution de cette équation fournit deux solutions: 

jû _pi (j-i)p^r 



0), =r 



^ (J-IjCOSO Jil PiP 

PI 2 (J - I) P7* cos 

Il s'agit ici de vitesses angulaires constantes dont le sys- 
tème doit être animé dès le début ; elles définissent les con- 
ditions initiales nécessaires pour obtenir la précession rigou- 
leusement uniforme (voir n"* 33) . 

La première solution correspond à une vitesse angulaire 
très grande, du même ordre de gi'andeur que Q. 

La seconde solution, pour peu que û soit considérable, 
donne une vitesse (Oj qui ne diffère que d'une quantité très 
petite de la vitesse de précession moyenne trouvée par les 
métliodes approchées: 

PI 

Jil 

c) La construction de la figure 29 nous indique à chaque 
instant la direction du vecteur 0^^ , nous pouvons en déduire 
la position du plan tangent à l'ellipsoïde d'inertie au pôle de 
la rotation et sa trace t sur le plan des trois vecteurs RF^. 
Il suflit de compléter la figure par ces indications pour con- 
stater que l'on a affaire à un cas de mouvement de Poinsot 
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généralisé. En effet, le solide exécute un mouvement de 
Poinsot autour d'un axe variable qui n'est autre que le vec- 
teur du moment cinétique O^ entraîné dans un mouvement 
conique sous Faction du couple extérieur. 

On reconnaît aisément le cône de polhodie dont le demi- 
angle est FOR et le cône d'herpolhodie de demi-angle RO^ ; 
au lieu d'être fixe comme dans le cas ordinaire de la rota- 
tion naturelle, ce dernier cône est entraîné dans le mouve- 
ment de 0^. 

d) La même figure 29 permet encore de retrouver d'une 
manière intéressante un résultat connu. Pour former le vec- 
teur OR, il faut ajouter géométriquement un vecteur Q in- 
cliné de 6 sur la verticale et un vecteur od vertical. 

Pour obtenir 0^^ on peut procéder de même en portant 

bout à bout un vecteur JQ incliné de 6 sur la verticale et un 
vecteur vertical de longueur : 

Mmcos' + Iw sin' 
ou encore : 



Jw I cos* +- sin' Q I . 



On voit immédiatement que l'alignement de 0^ serait 
confondu avec celui de OR si la parenthèse qui multiplie Jo) 
dans la dernière expression était égale à l'unité. Cela aurait 
lieu pour J = I. 

Dans le cas de la ligure 29 on a J<I, cas d'un ellip- 
soïde d'inertie allongé, le vecteur 0^ est extérieur à l'an- 
gle FOR; si, au contraire, l'ellipsoïde d'inertie était aplati: 
J>I, le vecteur 0^ serait compris dans l'angle FOR. Nous 
retrouvons ainsi une remarque importante énoncée au n° 8. 

37. Influence du frottement de l'air. — Le rôle du 
frottement de l'air peut se ramener à l'application d'un cou- 
ple extérieur supplémentaire dirigé suivant l'axe instantané 
de rotation. Ce couple aura pour effet de réduire graduelle- 
ment la vitesse angulaire Û; à mesure que cette vitesse 
diminuera, il en sera de même du moment cinétique Jù et 
l'effet gyrostatique se manifestera de moins en moins. 
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Considérons une boucle de nutation (fig. 16 ou 25), nous 
savons que pendant la première demi-oscillation (descen- 
dante) l'effet gyrostatique transforme le travail de la pesan- 
teur en force vive horizontale et que pendant la seconde 
moitié de la boucle (ascendante) cette force vive est trans- 
formée en travail ascensionnel. 

Si maintenant, pendant le cours du mouvement, l'effet 
gyrostatique va en diminuant, le second de ces phénomènes 
sera moins marqué que le premier et, en fin de compte, Taxe 
du gyrostat étant moins sollicité à monter qu'à descendre, 
la courbe limitant les points de rebroussements, au lieu d'être 
un parallèle horizontal comme en l'absence de frottement, 
sera une espèce de spirale sphérique descendante. 

Disons tout de suite que c'est là une explication plus intui- 
tive que rigoureuse, le résultat auquel elle conduit est d'ail- 
leurs incomplet. 

Pour être précis, considérons le mouvement du gyrostat 
comme un mouvement de Poinsot généralisé, en tenant 
compte à chaque instant du couple extérieur supplémentaire 
exercé par le frottement de l'air ambiant. Reportons-nous à 
la description du mouvement qui a fait l'objet du n"* 33 (voir 
tig. 25) , l'état de sollicitation considéré alors, doit être com- 
plété par l'intervention d'un couple extérieur dont le vecteur 
représentatif Cy est à chaque instant dirigé en sens inverse 
du vecteur OR, sa longueur étant fonction de celle de ce der- 
nier vecteur. 

En vertu du théorème du moment cinétique, l'extrémité 
^ du vecteur 0^ (fig. 25) sera continuellement entraînée 
dans la direction de C/, il doit en résulter une diminution 
continue de la longueur de 0^ et en même temps une dévia- 
tion de ce vecteur, puisque les directions OR et 0^ ne sont 
généralement pas confondues. 

Examinons séparément ces deux actions. 

V Le raccourcissement de Qo^ correspond à une réduc- 
tion de JQ; il s'ensuit que la vitesse angulaire moyenne de 

PI 

précession od = — - ira en croissant. C'est un accroissement 

tf ^^ 

d'énergie cinétique du système qui ne peut se produire sans 
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une réduction équivalente de son énergie potentielle, ce qui 
se traduit par un abaissement du centre de gravité. Donc, 
la précession s'accélère en même temps que augmente, 
c'est-à-dire que l'axe OF s'abaisse. 

2" La déviation du vecteur 0^ par le couple C/ est due 
au non parallélisme des directions OR et 0^. Dans le cas 
de la figure 25, le vecteur OH est continuellement au-dessus 
de 0^ et, dès lors, on se rend compte que le couple C/ aura 
pour effet d'augmenter continuellement l'angle et, par 
suite, d'abaisser l'axe. Mais la figure 25 s'applique à un 
gyrostat dont l'ellipsoïde d'inertie relatif au point fixe est 
aplati; s'il s'agissait, au contraire, d'un gyrostat à ellip- 
soïde allongé, on sait que le vecteur OR se trouverait à l'in- 
térieur de l'angle FO^ et le couple Cy, dans ces conditions, 
tendrait à dévier 0^ dans le sens du redressement. 

En résumé, le frottement de l'air qui réduit la vitesse de 
rotation propre tend à abaisser l'axe du gyrostat, il produit 
en même temps une seconde action qui accentue ou con- 
trarie cette tendance suivant que l'ellipsoïde d'inertie est 
aplati ou allongé. L'étude analytique de ces phénomènes, 
qui serait d'ailleurs très compliquée, paraît n'avoir jamais 
ôté tentée. 

En pratique, même dans le cas d'un ellipsoïde allongé, 
c'est la tendance à l'abaissement qui l'emporte et la descente 
graduelle du centre de gravité s'observe très bien au moyen 
de la toupie gyroscopique et de la balance de Fessel (fig. 14 
et 15) . Dans ces deux appareils, le couple de frottement des 
tourillons s'ajoute à l'action de la résistance de l'air et rend 
la démonstration très nette; nous verrons plus loin (n"" 41) 
qu'il en est autrement dans le cas de la toupie ordinaire où un 
phénomène différent, dû au frottement de la pomte, masque 
les effets de la résistance de l'air. 

Applications : 

38. Pendule gyrostatique utilisé comme repère ver- 

TiCAL. — Trace-roulis de Paris et de Frahm. — Dans 
certains systèmes en mouvement, il est intéressant de con- 
naître à chaque instant la direction de la verticale. Or, les 
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pendules et les niveaux à liquide, instruments parfaits sur 
la terre ferme, ne pourraient fournir d'indications précises, 
par exemple, à bord d'un navire ou d'un aérostat, que si les 
mouvements du système s'effectuaient autour d'un point fixe 
que l'on pût prendre comme point de suspension de l'appa- 
reil. 

Fixé en tout autre point, le pendule subit des accéléra- 
tions horizontales qui le dévient plus ou moins. (Il suffit 
d'établir des pendules identiques en différents points d'un 
même navire poui* voir que leurs indications ne concordent 
pas pendant le roulis.) (Il en est de même pour les niveaux 
où les frottements du liquide ne peuvent être vaincus instan- 
tanément.) 

Si une accélération horizontale dans un sens n'a produit 
qu'une déviation très faible à l'instant où survient une accé- 
lération égale et de sens contraire qui compense l'effet de 
la première, le pendule sera resté pratiquement droit. C'est 
ce qui se produit dans le cas de pendules à très longue 
période, jpomme ceux des oscillographes de Froude et de 
Bertin, et en général, des pallographes, sismographes, etc. 

Un gyrostat mobile autour d'un point de son axe peut jouer 
un rôle analogue. En effet, en cas de rotation rapide, l'axe 
du gyrostat exécute un mouvement conique autour de la 
verticale ; si la direction de la pesanteur vient à changer, le 
mouvement se continuera autour de la nouvelle verticale, 
mais si les déplacements de la direction de la pesanteur sont 
assez fréquents et alternatifs, et si la précession est assez 
lente, le mouvement conique ne sei'a pas sensiblement altéré ; 
de même les accélérations alternatives qui peuvent se pro- 
duire donneront lieu à de petits mouvements de précession 
très peu sensibles. 

Le gyrostat se comporte donc comme un pendule à longue 
période et nous pouvons assimiler à la période la durée d'un 
tour de précession. 

De la formule (00) nous pouvons déduire cette durée: 

,=Ë_'»s.iû g,e^. ,60) 

w mgl gl 
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La période d'un pendule simple étant 

t = 2n 




nous en déduirons la longueur du pendule simple synchrone 



L = 



9l' ' 



Imaginons un gyrostat caractérisé par p = 2 cm. / = ! mil- 
limètre û = 500 rad/sec. 



2 .500 
Is = =5 = 408000 cm. 

981 X 0,1 

(Je gyrostat établi sur un navire précessionnera sans être 
plus dérangé de son mouvement régulier que la masse d'un 
pendule de 4080 mètres de long (période propre de 128 se- 
condes) ne serait ébranlée si son point de suspension parti- 
cipait aux mouvements du navire, dont les plus lents ont une 
période de 10". 

Le trace-roulis Paris {29) est basé sur ce principe, il com- 
porte un gyrostat à précession lente ressemblant beaucoup 
à l'instrument représenté par la figure 27 ; l'extrémité de 
l'axe repose par une pointe fine dans un godet d'agate, on 
lance l'appareil au moyen d'une ficelle en maintenant la par- 
tie supérieure de l'axe dans une pince spéciale; une fois le 
mouvement donné, on ouvre la pince à un instant où l'axe 
est vertical et il conserve alors cette direction malgré les 
mouvements du navire. L'extrémité libre de l'axe porte un 
pinceau qui enregistre sur une feuille de papier, ingénieuse- 
ment disposée et entraînée par un mouvement d'horlogerie, 
les inclinaisons relatives de l'axe et du navire. 

L'ingénieur allemand Frahm se sert d'un instrument dé- 
rivé du précédent; il comporte essentiellement un petit vo- 
lant horizontal, suspendu à la cardan avec le petit électromo- 
teur qui l'entraîne, de manière à former un pendule gyrosta- 
tique dont la période de précession est voisine de deux mi- 
nutes. L^axe conserve sa direction verticale, et ses mouve- 
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ment s relatifs par rapport au support donnent la mesure des 
angles de roulis qui sont inscrits sur une bande de papier 
comme dans un enregistreur quelconque. 

Dans ces deux instruments, si, pour une raison ou l'autre, 
Taxe n'est pas vertical au début, ou s'il cesse de l'être par 
une cause accidentelle, il décrira un cône de précession avec 
sa période propre très longue et le diagramme sinueux ob- 
tenu, au lieu de présenter une ligne moyenne rectiligne, sem- 
blera avoir été tracé par rapport à une ligne de base en 
forme de sinusoïde à longue inflexion; la précision des lec- 
tures n'en sera d'ailleurs pas affectée. 

39. Projectiles oblongs des armes rayées. — Expli- 
cation DE LA DÉRIVATION. — STABILITÉ. — Les projectiles 
oblongs des armes rayées doivent leur supériorité sur les an- 




Figure 30 



ciens boulets sphériques à une plus grande stabilité sur leur 
trajectoire, résultant de la rotation rapide dont ils sont ani- 
més autour de leur axe de figure. 

La résistance qu'éprouve de la part de l'air un projectile 
dont l'axe fait un angle 6 avec la trajectoire GT du centre 
degravité (lig. 30), est une force oblique R qui rencontre 
l'axe de figure en un point A différent de G, généralement 
en avant (*). Transportons la force R en G, nous obtien- 



(*) Il est bon de noter que Tangle 6 existe toujours : au moment de 

quitter la bouche, raxe du projectile se confond avec raxe de la pièce, 

la tangente initiale à la trajectoire. A cet instant, la résistance de rair a 

la même direction et passe par le centre de gravité. Le projectile est donc 

; dans les conditions d'un solide libre tournant autour d'un axe principal 

d'inertie, il tend à rester parallèle à lui-même. Cependant, la trajectoire 
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drons, après la décomposition indiquée par la figure 30: deux 
forces, È, retardatrice et E, déviatrice, qui altèrent la tra- 
jectoire du centre de gravité, et un couple E- R qui tend à 
faire tourner le projectile dans le plan PGT ou « plan de la 
résistance ». 

Examinons d'abord l'effet du couple. Le projectile étant 
animé d'un vif mouvement de rotation, on peut le consi- 
dérer comme un gyrostat supporté par son centre de gra- 
vité et soumis à un couple déviateur agissant dans un plan 
passant toujours par la tangente à la trajectoire. L'axe du 
projectile sera donc animé d'un mouvement de précession 
autour de GT et c'est dans la conservation de l'angle 6, an- 
gle au sommet du cône de précession, que réside la stabilité 
du projectile sur la trajectoire (**) . 

Suivant que le point A sera en avant ou en arrière de G, 
la précession sera directe ou rétrograde. Dans le cas général, 
elle est directe et la pointe du projectile tourne autour de 
la tangente dans le même sens que le projectile lui-même au- 
tour de son axe. 

D'après les notations de la figiUT, le couple déviateur aura 
pour valeur : 

c=R î sin 6' 

/ désignant la distance G A ; la vitesse angulaire de précession 
déduite de la formule (506is) sera: 

g R/sinG' . 

De cette relation on peut déduire notamment que si la vi- 



du centre de gravité s'infléchit vers le sol, la résistance de l'air devient 
oblique et les conditions de la figure 30 apparaissent. L'effet gyrostatique 
entrant immédiatement en jeu, on voit que l'angle et par suite Touver- 
ture du cône de précession sera toujours très faible. 

(**) Si le projectile ne tournait pas sur lui-même, le couple déviateur 
produirait dans le plan de la résistance une accélération angulaire qui, 
agissant toujours dans le même sens, aurait vite fait d'amener l'axe 
du projectile en travers de la trajectoire, sinon de le retourner complète- 
ment ; c'est pour cette raison qu'avec les armes à canon lisse, la forme 
sphérique était la seule possible pour les projectiles. C'est pour cela éga- 
lement que les notions de projectile oblong et d'armes rayées sont insé- 
parables. 
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tesse de rotation propre û était infinie, to serait nul et l'axe 
du projectile resterait fixe en direction ; de même si la forme 
du projectile était telle que R passât toujours par G, l serait 
nul et l'axe resterait également parallèle à lui-même. Dans 
l'un et l'autre cas, l'obus, restant parallèle à l'axe de la pièce, 
prendrait des inclinaisons de plus en plus fortes par rap- 
port à la trajectoire, et en particulier dans le cas du tir 
courbe la foi'cH^ retardatrice deviendrait considérable, elle 
pourrait /être plus grande qu'avec un boulet sphérique et 
l'arme i-ayée perdrait ses avantages. 

Ces i'emarqu(^s nous mcmtrent que la vitesse de précession 
doit être convenablement choisie et qu'il y a lieu de l'étu- 
dier de plus près. 

Tout d'abord, il faut notei* que E est fonction de la vi- 
tesse V du projectile ; le mouvement de précession n'est donc 
pas indéj)endant du mouvement principal du centre de gra- 
vité, et cette circonstance en complique singulièrement 
l'étude. 

Posons R = (p (V), l'expression de w devient alors: 

<p (V)/sin e' 



ri) = 



JQ sin 



Les angles 6 et 6' sont très faibles, ils varient peu et le 
rapport de leurs sinus peut être considéré comme constant, 
de même la distance / peut être considérée comme invaria- 
ble; dès lors, la relation qui vient d'être écrite exprime que 
la vitesse angulaire de précession w dépend uniquement de 
V, c'est-à-dire de la position occupée par le projectile sur sa 
trajectoire, et qu'elle est indépendante de l'ouverture du 
cône de précession, tout comme dans le cas de la toupie. 

La stabilité du projectile sur sa trajectoire dépend de l'an- 
gle G. En effet, la foi'ce déviatrice Rj qui tend à déformer la 
trajectoire du centre de gravité et notamment à la faire sortir 
du plan de tir, est toujours contenue dans le plan tournant 
TUP et dirigée du côté de la pointe du projectile (*) . 



(*) Cela suppose 6' > 6. ce qui est le cas général ; si le contraire se pré- 
sentait, la force Rg aurait une direction opposée ; ce (jui ne modifierait 
en rien les raisonnements qui vont suivre, seulement la « dérivation » dont 
il sera question plus loin se produirait à gauche du plan de tir au lieu 
de se produire à droite et iréciproquement. 
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Si la trajectoire était rectiligne et si en même temps la 
vitesse V, et avec elle w, était constante, la pointe du pro- 
jectile décrirait une hélice régulière autour de la trajectoire 
du centre de gravité et les effets de la force déviatrice R^ se 
compenseraient rigoureusement pendant la durée de chaque 
tour complet de précession, la stabilité du projectile serait 
parfaite. 

En réalité, cette compensation ne se fait pas, car la dis- 
tance entre la pointe P de l'ogive et la tangente GT est va- 




Figure 31. 



Figuie 32. Figure 33. 



riable. Pour s'en rendre compte, il faut combiner le mouve- 
ment élémentaire de piécession avec le mouvement d'abais- 
sement de la tangente à la trajectoire. 

On simplifie la démonstration de ce fait en recourant à la 
représentation suivante due à De Sparre (/>"). A partir d'un 
pôle (fig. 31) , menons une série de droites OT^, 01\, etc., 
parallèles aux tangentes successives à la trajectoire, l'en- 
semble de ces droites forme un plan vertical qui coupera la 
sphère de rayon 1 suivant une portion de grand cercle T^T, . . . 
Tb Si nous supposons, d'autre part, que l'on mène des 
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droites OP^ , OPj... parallèles à Taxe du projectile, aux 
mêmes instants les points de percée PoP,P3...Pb définiront 
une courbe dont les vecteurs T^P^, , TjPj... TbPb donneront 
à chaque instant la position de la pointe du projectile et per- 
mettront d'évaluer la fori^e déviatrice Ro en grandeur et en 
direction. 

On peut supposer les tracés sur la sj)hèi e ramenés sur un 
plan par une projection appropriée, le tracé plan de la 
figure 33 se substitue alors à celui de la figure 31. 

Pour partir d'un cas simple, supposons que la vitesse 

rf« . . 

d'abaissement de la tangente -j- soit uniforme et faisons 

abstraction des variations de V, c'est-à-dire supposons con- 
stante la vitesse to de précession. 

D'après le principe fondamental de l'efiFet gyrostatique. la 
pointe du projectile se déplace à chaque instant perpendicu- 
lairement au plan du couple déviateur, c'est-à-dire que la 
courbe P sera en chaque point normale à la droite TP 
(fig. 32). Or, la vitesse angulaire instantanée de TP est la 
vitesse de précession, elle est constante; le déplacement 
simultané de T se fait avec une vitesse uniforme; on peut 
conclure que la ligne décrite par P sera du genre cycloïdal. 
Le rayon x, inconnu, du cercle roulant sera donné par la 
relation : 



relatives de ro et de -7, , hi cycloïde sera ordinaii'e, allongée 



Suivant la grandeur de x, c'est-à-dire suivant les valeurs 

dt 
ou raccourcie. 

En pratique, les conditions sont moins simples, co varie en 

doL 

fonction de la vitesse, de même, la vitc^sse -- est variable 

dt 

et présente notamment un maximum au scmunet de la trajec- 
toire. La ligne PoPi--- •''era donc une ligne cycloïdale qui 
pourra comprendre des portions de trochoïde (cycloïde allon- 
gée) et des portions de cycloïde à boucles très marquées. 



- 113 — 

En général, si le projectile est lancé normalement, l'an- 
gle 0,3, nul au début, commence par être très petit et dans 
le plan de tir. A mesure que la trajectoire est parcourue, V 
diminue jusqu'au voisinage du sommet, et il en est de même 
de M, tandis qu'en même temps la vitesse d'abaissement de la 
tangente s'accélère, la courbe P sera du genre trochoïde. Sur 

la branche descendante, V augmente tandis que -- dimi- 
nue, la cycloïde se raccourcira et pourra former des bou- 
cles, la figure 33 représente approximativement ces condi- 
tions moyennes. 

Si la courbe P est une cycloïde ordinaire ou allongée, elle 
sera située tout entière d'un même côté de la droite de roule- 
ment, ce qui signifie que la pointe du projectile sera tout le 
temps du même côté du plan de tir et, par conséquent, la 
force déviatrice E2 agira continuellement pour écarter le 
projectile du même côté du plan de tir ; c'est l'origine du phé- 
nomène de la dérivation. Par exemple, si un projectile tourne 
dans le sens des aiguilles d'une montre, pour l'artilleur qui le 
voit s'éloigner de la pièce, il sortira du plan de tir vers la 
droite. 

Si la courbe P est du genre de la cycloïde à boucles, la 
force E2 n'agira pas toujours du même côté du plan de tir 
et l'action déviatrice sera partiellement compensée. (Dans 
le cas idéal d'une trajectoire infiniment tendue, la courbe P 
se réduirait à un cercle parcouru plusieurs fois autour d'un 
point T unique, les déviations seraient parfaitement compen- 
sées.) 

Ainsi le phénomène resté longtemps mystérieux de la 
dérivation des projectiles rayés apparaît comme une consé- 
quence de l'effet gyrostatique ; cette explication, malgré son 
caractère d'évidence, n'est cependant pas acceptée par tous 
les mécaniciens. 

Nous ne pousserons pas plus loin l'étude de ce phénomène, 
car il est impossible d'en fnire une analyse quantitative sans 
avoir une connaissance complète des lois de la résistance de 
l'air sur un corps de forme quelconque ; de plus, un défaut 
de ceinturage ou toute autre défectuosité peut produire, au 
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sortir de la bouche à feu, un angle initial accidentel du pro- 
jectile rendant incertain tout tracé de la courbe P (*) . 

C'est pour ces raisons que nous n'avons pas reproduit les 
analyses ingénieuses de De Sparre (67) et de Charbonnier 
(rS), qui ont traité le problème jusqu'au bout sans cepen- 
dant pouvoir traduire leuî's résultats en nombres certains. 

De notre étude en quelque sorte qualitative, nous croyons 
cependant pouvoir tirer un résultat pratique: pour assurer 
la stal)ilité à un projectile sur sa trajectoire, il faut arriver à 
compenser l'action déviatrice; à celte fin, il faut faire en 
sorte que la courbe caractéristique P se rapproche de la cy- 
cloïde à boucles. Cela se traduit géométriquement en disant 
qu'il faut rendre aussi petit que possible le rayon du cercle 
roulant de la courbe P. On poui'ra prendre l'inverse de cette 
grandeur comme une mesure de la stabilité du projectile, et 
c'est le rapport: 

1 _^ 

Jt 

cjue l'on cherchera à rendre le plus grand possible. 

d<x, 

La valeur de to a été tiouvée plus haut ; quant à -,— , vi- 

at 

tesse angulaire de descente du projectile, les cours de méca- 
nique rationnelle donnent dans l'étude du problème prin- 

. da g cos « , , , 

cipal de la balistique extérieure ^- =- — — , de Ja : 

^ dt \ 

1 r^ y(V)/Vsine^ ■ 

X da. g cos aJiî sln * 

'Jt 

Telle est l'expression qu'il faut rendre aussi grande que 

sin ô' 
possible. En se souvenant que le lapport -: peut être 



(•) Ce sont les mêiiios erreurs accidentelles qui ont empêché jusqu'à 
présent les artilleurs de trouver une relation empirique quelque peu 
exacte entre la dérivation et les conditions initiales du coup (vitesse Ini- 
tiale, rotation propre, etc.). 
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considéré comme constant, et en remplaçant cos a par 1, sa 
plus grande valeur, il reste comme quantité variable consti- 
tuant ce que nous pouvons appeler le coefficient de stabi- 
lité: 

De là on peut déduire les conclusions suivantes: 

a) Pour le tir très tendu, tir de plein fouet, la vitesse est 
grande pendant tout le trajet, le numérateur est considéra- 
ble et la stabilité sera facilement obtenue ; 

b) Pour le tir courbe et le tir des obusiers, V passe par des 
valeurs assez faibles, et il faut autant que possible augmenter 
/ en plaçant le centre de gravité le plus près possible du 
culot, diminuer û en adoptant des rayures à pas allongé, 
éventuellement réduire J ; 

c) A égalité de vitesse initiale et à égalité d'inclinaison des 
rayures, ce qui entraîne l'égalité de û, de deux projectiles 
géométriquement semblables, celui du plus petit calibre sera 
le plus stable (car son moment d'inertie J sera notablement 
plus faible). Cela explique pourquoi le tir de l'infanterie 
souffre moins de la dérivation que le tir de l'artillerie. 

40. Précession des équinoxes. — L'étude de ce phéno- 
mène sort peut-être un peu du cadre de ce travail, mais 
comme il constitue sans doute la plus grandiose application 
du problème gyrostatique qui vient d'être traité, nous en 
dirons quelques mots, ne fût-ce que pour montrer qu'il n'est 
pas complètement inaccessible aux méthodes élémentaires. 

La Terre, animée de son mouvement diurne, peut être con- 
sidérée comme un gyrostat dont le centre de gravité (il serait 
plus exact de dire le centre de masse) est astreint à suivie 
la trajectoire elliptique anmielle. La Tei're n'est pas sphé- 
rique et ressembla à un ellipsoïde de révolution aplati dont 
l'axe n'est pas normal au plan de l'écliptique ; il s'ensuit que 
la résultante de l'attraction solaire sur les masses élémen- 
taires de notre planète ne passe pas par son centre de figure 
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et que l'on peut y substituer une forcé unique passant par ce 
point, et un couple. 

La force maintient le centre de la Terre dans son orbite ; 
quant au couple, la figure 34 indique clairement qu'il agit 
toujours de manière à ramener l'axe de la Terre à être per- 
pendiculaire à Técliptique. 

(^omme la Terre est un gyrostat, le couple en question que 
nous appellerons c, au lieu de pioduire ce redressement, 
provoque une précession de l'axe du monde autour de la 



J— «. / 




Figures 34 et 35. 

direction normale à l'écliptique; cet axe décrit donc un cône 
dont le demi-angle au sommet est 6 = 23°27'; avec une vi- 
tesse angulaire: ' 

(50 bis) 



0)1= 



Jii sin ' 



On reconnaît la facilement que la précession doit être 
rétrograde, comme dans le cas d'un pendule gyrostatique, 
et ainsi s'expliquent la létrogradation du point vernal et les 
modifications continuelles des coordonnées célestes. 

Pour évaluer le couple c, on peut considérer la Terre 
comme une sphère entourée d'un bourrelet équatorial ayant 
une masse m et un rayon de gvration r. L'attraction du So- 
leil sur la sphère est symétrique, tandis que sur l'anneau elle 
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donne lieu à une force qui ne passe pas par le centre; 
on peut donc considérer ce dernier comme soumis à un 
couple. Le couple c que nous cherchons n'est que la com- 
posante du précédent, qui tend à faire osciller l'anneau 
autour de la hgne des nœuds (intersection de l'équateur 
terrestre et du plan de l'écliptique) . 

Ce couple c varie en intensité pendant le cours d'une an- 
née ; il passe par les maxima aux solstices et s'annule aux 
équinoxes. Pour simplifier le résultat, C'est donc la valeur 
moyenne de ce couple qu'il convient de chercher. 

En désignant par M la masse du Soleil, par R la distance 
qui sépare cet astre de la Terre et par / la constante de la 
gravitation, on trouve pour la valeur moyenne cherchée: 

^« = ^/^— ^ sin cos (*) . 
Dans cette expression interviennent les quantités m et r 



(•) Pour établir cette formule, adoptons un système de trois axes rec- 

tah^'ulaires ayant le centre du Soleil pour origine et suffisamment défini 

par ailleurs par la figure 35. 

11 s'agit d'évaluer le couple exercé par une masse M placée en S, sur 

un anneau de rayon r et de masse m. 

En se référant aux notations de cette figure, les coordonnées d*un 

point de ranneau seront : 

a? = R cOs» a + r cos f , 

y = R sin a -f r sin î> cos ô , 

z = rsiuf sin o 

et la distance de ce p(nnt au centre du Soleil sera : 

1 

Désignons par M la .masse du Soleil, par dm la masse d'un élément de 
ranneau, le potentiel d'attraction du Soleil sur rélément d'anneau sera 

p 

m,df 

Remplaçons p par sa valeur et dm par , tl vient 

^V = f— l + (^ + 2 (^ (cos a cos f + sin « sin f cos e j ^df. 

Développons rexpression renfermée dans le crochet, par la formule du 

r 

binôme en négligeant les termes ou le rapport — entre à une puissance 

R 

supérieure à la seconde. On trouve sans peine une expression que nous 

ne transcrirons paSn^l'écriture en étant assez longue. 
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qu'il faut exprimer en fonction de dimensions connues de 
la Terre. Désignons par i le moment d'inertie par rapport à 
un de ses diamètres de la sphère à laquelle il faut adjoindre 
le renflement annulaire; si, d'autre part, J et I sont les mo- 
ments d'inertie de la Terre respectivement par rapport à la 
ligne des pôles et à un diamètre équatorial, nous pouvons 
écrire: 



d'où: 



1 =- î + - mr^ ; 



J — I = - mr^ , 



On obtient le potentiel relatif à Tensemble de Tanneau en intégrraiit 
celte expression par rapport à f entre et 2ir, on trouve ainsi : 

Ce potentiel dépend de « et de . 

Considérons une position particulière de ranneau, c'est-à-dire suppo- 
sons a constant ; pour cette position de Tanneau, le potentiel est unique- 
ment fonction de 0. imaginons une variation arbitraire de l'angle 6, c'est- 
à-dire une rotation virtuelle d6. Le travail virtuel accompli par les forces 
d'attraction pendant cette rotation sera : 

^V ^, 3^Mm/rV . « . . 

d^^= -—dO =:-f —- 1 -• I sin^ a cos sm df) . 
rfO 2' R \Rj 

Ce travail peut être exprimé en fonction du couple que nous cherchons ; 
en effet, on peut écrire 

d^-' — c.dO, 

d'où 



c -=- f —— I — I sin^ a cos 8 sm . 



(Vest la grandeur du couple qui tend à redresser Taxe de la Terre, en 
chercliant à le rendre normal à l'écliptique ; on voit qu'il est nul aux 
équinoxesa = ou 180° et maximum aux solstices a = 90> ou 270®; on ob- 
tient sa valeur moyenne en y remplaçant la fonction sin* «par la valeur 

moyenne de cette fonction, qui est , on trouve bien ainsi : 

3 .Mmr2 

4 K** 
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ce qui permet de mettre Texpression du couple c„ sous la 
forme : 

c^ =-f [J -l) —sin rj cos . 

Jusqu'ici nous n'avons parlé que du Soleil ; or, la Lune 
tourne autour de la Terre, sensiblement dans le plan de 
Técliptique, et produit une action analogue, également nulle 
et maximum deux fois par tour. VjU égard à sa proximité et 
malgré la petitesse relative de sa masse, la Lune exerce une 
action plus grande que le Soleil sur le phénomène de la pré- 
cession. 

Affectons les indices 1 et 2 respectivement aux éléments 
correspondants du Soleil et de la Lune, nous obtiendrons le 
couple moyen total provoquant la précession: 



^m 






Et la vitesse anaulaire du mouvement de précession sera : 

c^ 3 (J — I) ^ / Ml , M, 



/(l^ + l?)-- '«^^) 



Jii sin 2 Ji2 

Pour passer aux valeurs numériques, nous écrirons la for- 
mule comme suit: 



^> 



3J-1 . M,/, , M, R,'\ 



M 

L'introduction du terme /— évite de devoir connaître 

Mj en valeur absolue; on peut écrire, en effet, 
T étant la durée d'une année sidérale (*). 



(*) En effet, supposons Torbite terrestre circulaire, m' la masse de la 
Terre, o>' sa vitesse angulaire de circulation sur rorbite, nous pouvons 
écrire que Tat traction du Soleil fait équilibre à la réaction d'inertie cen- 
trifuge : 

f -^ = m'a,«R 

D'où ron tire : 



^^3 = ~" = iTJ 
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Adoptons les valouis : 

J — I l .m- jx Mj R,3 400* ^^^ 

-J— 3Ô5 (T'^^^'-"""»' m; S? - 8080ÔMÔ -«•**■ 
cos = cos 23^27' = 0.917 , ii = 3û6 X 27r . T = 1 , 

3 Xg7r(l+ 2.08) X 0,917 

''^ = — ::: 77::^ rr::: ; =^ 0,000238/ 

2 X 305 X 366 X 1 

Cette vitesse exprimée en radians par année sidérale cor- 
respond à 49,3'' par année sidérale, soit un tour complet de 
précession en 2r)300 ans. 



II. — Problème du second genre. — Gyrostat en con- 
tact AVEC UNE SURFACE FIXE. ToUPIES DIVERSES. 

41 . Toupie dont la pointe peut glisser et pivoter sans 
frottement sur un plan horizontal parfaitement poli. 
— La toupie (fig. 36) se trouve par rapport à son point de 
contact dans les mêmes conditions que le gyrostat considéré 
plus haut (n° 31, fig. 23), par rapport au point fixe. 

La différence entre les deux cas provient de ce que le mou- 
vement conique de précession aura pour sommet le centre de 
gravité de la toupie, au lieu du point d'appui. 

En effet, la réaction du plan sur la pointe sera verticale, 
puisque, par hypothèse, il n'y a pas de frottement; aucune 
force horizontale n'agissant sur le svstème, son centre de 
gravité n'aura aucune accélération horizontale et la réaction 
au point de contact sera égale au poids de la toupie (cela 
suppose que le centre de gravité n'a pas non plus d'accéléra- 
tion verticale, ce qui n'est vrai qu'en première approxima- 
tion) . 

L'unique force extérieure appliquée en dehors du centre 
de gravité, est la réaction vig, qui exerce par rapport à ce 
point un couple représenté par un vecteur horizontal 
c=mgl sin 6. On démontre, exactement comme au n° 31, que 
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Taxe conserve une inclinaison constante et décrit un cône 
avec une vitesse angulaire 



(ù = 



"jïT 



(50) 



Le sommet de ce cône se trouve au point fixe, qui n'est 
autre que le centre de gravité G. La pointe décrit sur le plan 




Figure 36. 



Figure 37. 



d'appui, un cercle ayant pour centre la projection de G sur 
ce plan. 

Si le centre de gravité était animé d'un mouvement hori- 
zontal, celui-ci ne pourrait être que rectiligne et uniforme, 
la pointe décrirait alors sur le plan un trajet cycloïdal. 

Ce qui précède suppose une rotation très rapide et une 
nutation négligeable, ou bien, un lancé effectué dans des con- 
ditions particulières, de manière à n'avoir qu'une préces- 
sion sans nutation. 

En d'autres termes, la solution qui précède n'est qu'une 
première approximation qui correspond à celle du n*" 31, 
tandis qu'une étude plus précise conduirait à des résultats 
moins simples, analogues à ceux du n** 34. 

Pour l'étude complète, on suppose la toupie, animée de la 
vitesse û, abandonnée à son inertie sous une inclinaison ini- 
tiale 6o ; la mise en équation se fait de la même manière qu'au 
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n° 34 (*), et le calcul amène à conclure que l'inclinai- 
son de Taxe ne reste pas constante, mais oscille entre deux 
limites 6^ et 6^. 

Le centre de gravité est animé d'un mouvement vertical 
périodique d'amplitude / (cos Ôq — cos 6,), tandis que la trace 
de la pointe sur le plan d* appui est une ligne sinueuse com- 
prise entre deux cercles concentriques ayant pour centre la 
projection du centre de gravité. 

On peut faire au sujet des angles 6^ et 6, une discussion 
analogue à celle du n** 34, on retrouve notamment que 
6o étant donné, la vitesse ù doit être supérieure à une cer- 
taine limite pour que l'angle ô^ ne soit pas trop grand et que 
le mouvement soit possible sans que la surface latérale de la 
toupie vienne en contact avec le plan d'appui. 

42. Influence des frottements. — Frottement de 
l'air et frottement au point de contact. — Le frotte- 
ment de l'air produit, sur le mouvement d'une toupie évo- 
luant sur un plan, exactement le même effet que sur la tou- 
pie ayant un point fixe. La résistance de l'air qui réduit peu à 
peu la vitesse angulaire û, produit une inclinaison de plus 
en plus grande de l'axe par rapport à la verticale et l'abaisse- 
ment graduel du centre de gravité (v. n** 37) . 



(*) Les équations diffèrent des équations (55) du n® 34 par les deux 
points suivants : 

1° Le moment d'inertie I est remplacé par le moment d'inertie I' pai 
rapport à un diamètre équatorial de l'ellipsoïde d'inertie en G; 

2° Un terme supplémentaire doit être introduit pour tenir compte du 
mouvement vertical de G. 

Ces équations deviennent dès lors 



dt V sin» e 



(cos Oq — cos 0) , 



Doù ron tire, après avoir éliminé ^ et remplacé z par l cos 

^ /'d cos oY (cos Oo — cos 0) j 2mglV sin — J^û^ (cos Oq — cos 6) } 

dt ) ~ 1« + ml V Bin« 

La discussion de cette équation est analogue à celle de r équation (56). 
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Cet effet peut s'observer lorsque La vitesse Q est déjà très 
affaiblie, mais aussi longtemps que û conserve une valeur 
convenable, il est masqué par un autre phénomène, dû au 
frottement au point de contact et que nous allons étudier avec 
quelques détails. 

La pointe d'une toupie, si fine soit-elle, est en réalité une 
surface de révolution de dimensions finies; il n'y a donc pas 
un point de contact unique, mais une série de points de con- 
tact successifs appartenant à un parallèle de cette surface. 
En d'autres termes, la toupie repose sur le plan par l'inter- 
médiaire d'une petite roue qui roule sur ce plan et qui glisse 
en même temps. 

Au point de contact C (fig. îîT) se développe une force de 
frottement F = 7ngf, dirigée tangentiellement au petit cercle 
de contact. Cette force complique le mode de sollicitation de 
la toupie et modifie le simple mouvement conique décrit plus 
haut. Néanmoins le couple c = mgï sin 6 ne cessant d'agir, le 
mouvement de la toupie comportera toujours une précession 
de vitesse angulaire co autour de la verticale passant par son 
centre de gravité. 

La force horizontale F peut être considérée comme appli- 
quée au centre de gravité G à condition d'introduire un cou- 
ple F-F ayant pour bras de levier la longueur CG = / ; ce cou- 
ple sera: 

G^=Yl = mgfl, 

Examinons séparément les effets de la force F appliquée 
en G, et ceux du couple C/. 

a) La force F appliquée en G tend à entraîner ce point 
hors de la verticale fixe sur laquelle il resterait si tout se 
passait comme dans le cas théorique de la figure 36. 

La force F étant horizontale, n'aura aucun effet sur la posi- 
tion en hauteur du point G, elle ne modifiera donc pas l'incli- 
naison de la toupie, pas plus qu'elle n'altérera la vitesse 
angulaire de précession. La trajectoire de G sera donc plane 
et horizontale, et la direction de F, à chaque instant normale 
à l'axe de la toupie, se déplacera dans C6 plan horizontal 
d'un mouvement angulaire uniforme. 

Le seul mouvement de G compatible avec ces conditions 
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est un mouvement circulaire uniforme de vitesse angulaire 
03 dans lequel la force F est tenue en équilibre par la réaction 
d'inertie centrifuge. C'est-à-dire que nous aurons: 

mgf = m (1)^ E . 
Cette équation définit le rayon R du cercle décrit par G: 

R=^ = --^- (64) 

La projection G' du centre de gravité de la toupie sur le 
plan horizontal décrit un cercle de rayon R auquel la projec- 
tion CG' de Taxe de la toupie ne cesse d'être tangente (fig. 37 
et 38) . 

L'axe de la toupie ne décrit plus un cône, mais un hyper- 
boloïde de révolution dont le cercle de gorge est engendré 
par le centre de gravité de la toupie. 

Le rayon R est d'autant plus grand que / est plus élevé, 
c'est-à-dire que le sol est plus rugueux. 

A mesure que la vitesse de rotation û diminue — par suite 
du frottement de l'air notamment, — R diminue, c'est-à- 
dire que la toupie décrit sur le sol des cercles de plus en plus 
petits. 

h) Le couple G/ = mgfl tend à accélérer la vitesse angu- 
laire de précession, ce qui a pour résultat de redresser Taxe 
de la toupie. 

En effet, appliquons la règle des trois doigts, on voit im- 
médiatement que le couple C/ (sensiblement normal à l'axe 
de la toupie) aura pour effet de produire autour d'un axe 
horizontal une précession agissant dans le sens du redresse- 
ment avec une vitesse angulaire : 

de mgfl ,ç.^. 

Cela nous permet d'exprimer la loi de redressement de la 
toupie à partir d'une inclinaison 6^ : 
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Nous pouvons ainsi compléter la description du mouve- 
ment en disant que Taxe de la toupie décrit un hyperbo- 
loîde de révolution dont le cône directeur s'effile de plus en 
plus; après un certain temps, Taxe atteint la position verti- 
cale et s'y maintient aussi longtemps que la vitesse û reste 
suffisante; on se trouve alors dans le cas déjà étudié de la 
(( toupie dormante » (*). 

Eemarques. — Description plus précise du mouve- 
ment. — La force F = mgf n'est pas appliquée en un point 
de l'axe de la toupie, mais à la jante de la petite roue de 





Figure 38. 



Figure 39. 



Figures 40 et 41. 



contact dont nous désignerons par r le rayon. Pour être pré- 
cis, il faudrait donc tenir compte d'un couple composant Fr 
qui tend à diminuer la vitesse de rotation et dont l'effet 
s'ajoute à celui de la résistance de l'air. 

Mais il y a une autre remarque, à faire. Dans l'étude qui 
précède, on a supposé la force F tangente au petit cercle de 
contact, comme si le mouvement de la pointe par rapport 
au plan d'appui ne comportait que la rotation Û. En réalité, 



(•) L'expérience confirme bien tous ces faits et on remarquera à leur 
propos que, d'une manière générale, toute cause capable d'accélérer la 
précession d'une toupie tend à provoquer son redressement. C'est ainsi 
que les enfants accélèrent le redressement de la toupie qui évolue sur 
leur main en imprimant adroitement à celle-ci un mouvement circulaire 
horizontal dans le sens approprié. 
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tout en tournant autour de son axe de figure, la pointe se 
déplace également en glissant sur le plan d'appui par le fait 
du mouvement conique de précession. 

La direction exacte du déplacement du point de contact 
par rapport au plan horizontal sera donc donnée par la résul- 
tante des deux vitesses: tv due à la rotation, et r^ due à la 
précession; dès lors, la force F, au lieu d^être normale à la 
pi'ojection de Taxe de la toupie sur le plan d'appui, comme 
on Ta supposé plus haut, fera un certain angle avec cette pro- 
jection. Par conséquent, la position de Taxe de la toupie, 
définie par sa projection sur le plan horizontal, au lieu de 
se trouver par rapport aux ceirles décrits par et G' comme 
le représente la figure 38, sera disposée en réalité comme l'in- 
dique la figure 39. Cela ne modifie pas autrement les conclu- 
sions qui précèdent, la toupie n'en décrira pas moins des 
cercles de plus en plus petits en même temps qu'elle se 
redressera jusqu'à dormir verticalement. 

Considérons maintenant le cas où la toupie n'arriverait 
pas jusqu'à la position verticale, faute de pouvoir tourner 
assez longtemps par exemple. Tandis que la toupie se re- 
dresse, le rayon r du petit cercle de contact diminue, en 
même temps û diminue, et nous pouvons dire que îv=-Ûr 
diminue plus rapidement que t}. D'autre part, on peut dé- 
duire de la relation (64) que la vitesse v^ =roE diminue pro- 
portionnellement à Q. Il résulte de là que le rapport Vr - v^ 
ira en décroissant. Cela étant, on peut tracer une série de 
figures analogues à la figure 39 et on voit sans peine que plus 
le rapport v^ : r^ diminue, plus la direction CG' se rapproche 
de CO; lorsque v^ sera égal à v^ ces deux vitesses seront 
dans le prolongement l'une de l'autre, le point de contact 
roulera sans glisser sur le plan horizontal, le point G' restera 
immobile et le mouvement de la toupie se réduira à un mou- 
vement conique comme si elle évoluait sur un plan infini- 
ment poli (fig. 40) . 

Si le rapport Vr : Vp continue à décroître et devient infé- 
rieur à l'unité, les positions relatives de CG' et de R se modi- 
fient et la figure 41 donne une idée de ce qu'elles deviennent. 
La conséquence immédiate en est que le couple C/= F/ 
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change de signe et, au lieu de provoquer le redressement de 
Taxe, il tend à le coucher sur le plan horizontal en contra- 
riant la précession. 

Les phénomènes qui viennent d'être décrits sont très inté- 
ressants à observer en faisant évoluer une toupie sur un plan 
bien horizontal; nous recommandons particulièrement de 
faire Texpérience au moyen d'une toupie à pointe en cuivre 
que Ton fait évoluer sur une feuille de papier à diagrammes 
(préparé au blanc de zinc) . 

L'influence du frottement de la pointe de la toupie est 
généralement peu connue, son importance a même complè- 
tement échappé à plusieurs auteurs qui se sont occupés de la 
toupie; cependant l'explication exacte, y compris l'élégante 
distinction entre les deux cas v^ ^ ^^ avait déjà été indi- 
quée par Archibald Smith (9) . 

43. Mouvements des solides de révolution en con- 
tact AVEC UN PLAN (oVOIDES, GALETS, CERCEAU, ETC.). — 

C'est à ce même phénomène de frottement qu'il convient 
de rattacher l'explication des mouvements curieux que l'on 
observe lorsqu'un solide de révolution, animé d'une rotation 
rapide, entre en contact avec un plan horizontal rugueux. 

Supposons le solide animé d'une vitesse de rotation û, 
autour de son axe, dont AG et A'G' (fig. 42) sont les projec- 
tions, respectivement sur un plan vertical et sur le plan hori- 
zontal d'appui. ACM représente le profil méridien du solide 
et C le point de contact. 

La réaction du plan d'appui, égale au poids P, exerce un 
couple P X C'G' représenté par le vecteur horizontal Gp, le 
frottement au point de contact produit un couple /P x CG 
représenté par le vecteur Cy normal à CG et dans le plan ver- 
tical de l'axe. 

Considérons le solide comme un gyrostat de moment ciné- 
tique Jû ; si nous faisons abstraction du frottement, nous pou- 
vons dire que le mouvement se réduira à une précession au- 
tour de la verticale GG', telle que la vitesse de déplace- 
ment de l'extrémité du vecteur JÛ soit équipollente à C^. 

En ayant égard au frottement /P, le mouvement compor- 
tera un déplacement de G dont nous ne nous occuperons pas, 
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mais en même temps, Textrémité du vecteur Jû se déplacera 

avec une vitesse équipollente à G^ +G/, qui n'est plus hori- 
zontale. Dans le cas de la figure on voit que le mouvement de 
l'extrémité de Jû comporte une composante ascendante, et 
le solide se redressera. 

D'une manière générale, on peut conclure, de l'examen 
de la figure 42, que si la normale ON au point de contact 
rencontre l'axe en dessous du centre de gravité, l'axe se 

redressera; si, au contraire, 
cette normale coupe l'axe au- 
dessus du centre de gravité, 
il tendra à se coucher. 

Dans un cas comme dans 
l'autre, le centre de gravité 
tend à être soulevé contre 
l'action de la pesanteur; l'é- 
nergie nécessaire à ce travail 
d'élévation est empruntée à 
l'énergie cinétique du sys- 
tème. 

On vérifie facilement ces 
propriétés par l'expérience. 

Supposons le solide réduit 
à un anneau matériel ou à un 
disque de rayon r (correspondant au parallèle du point de 
contact indiqué en pointillé sur la figure 42), nous serons 
dans le cas particulier du cerceau et de la pièce de monnaie 
faisant un certain angle avec le plan sur lequel ils roulent. 
Nous ne démontrerons pas que le centre de gravité du cer- 
ceau décrit un cercle horizontal et que son mouvement, rap- 
porté à des axes de direction constante passant par son centre 
de gravité, se ramène à une précession uniforme; bornons- 
nous à remarquer que l'on peut établir par les raisonne- 
ments précédents, que la résistance au roulement fera 
varier l'inclinaison dans le sçns d'un abaissement du centre 
de gravité. On observe, en effet, qu'une pièce de monnaie 
s'incline de plus en plus à mesure que sa vitesse de rotation 
diminue. 
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44. Toupie dont la pointe repose dans un godet. — 
Nous pouvons admettre que la pointe se termine par une 
portion de sphère de rayon p et nous commencerons par sup- 
poser qu'elle repose dans une petite excavation conique 
(fig. 43) ; le contact aura lieu suivant une ligne circulaire de 
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Figure 43. 



Fjgai'e 44. 



très faible rayon qui tend à se réduire à un point à mesure 
que le cône est plus évasé. 

Pendant le mouvement de la toupie, le seul point qui reste 
fixe est le centre de la sphère qui, d'autre part, appartient 
à Taxe de la toupie. L'on peut considérer le système comme 
un gyrostat mobile autour d'un point de son axe, le cou- 
ple mgl sin 6 de la pesanteur provoquera autour de la verti- 
cale de ce point le mouvement de précession uniforme que 
nous connaissons : 



(ù 



rfy mçl 
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D'autre part, à cause de sa rotation propre, le gyrostat 
subira de la part des points de contact une résistance F à 
chaque instant normale au plan vertical passant par l'axe 
et égale à mgf (/ étant ici un coefficient de frottement glo- 
bal). 

Cette résistance exerce sur la toupie, autour du point 0, 
un couple (dont le bras de levier diffère peu de p) , que l'on 
peut représenter par le vecteur horizontal C/=mfffù et 
décomposer en deux autres : 

C,, ==mgfp sin 6 et C« =mgfç cos 6 . 

Le premier couple, C^, tend à réduire la vitesse de rotation 
propre û, il agit dans le même sens que la résistance de l'air. 

Le second, C^, tend à redresser l'axe avec une vitesse 
angulaire qui se déduit immédiatement du principe fonda- 
mental : 

dB n^f^ cos e 

C'est un effet analogue à celui que nous avons étudié à 
propos de la toupie évoluant sur un plan [équation (65)] ; la 
différence à noter est qu'ici le bras de levier est beaucoup 
plus petit et que les dimensions de la pointe interviennent 
dans la vitesse de redressement. 

L'intégration de l'équation précédente donne pour la loi 
du redressement à partir d'une inclinaison 6^,: 

.og.,a„g(^.î)-.og.ta„gQ.|)=-î!fe„_,). 

d'où la relation suivante qui donne la durée t d'un redresse- 
ment complet de ô^ jusqu'à 6 = 

(•) On trouve le même résultat en écrivant que le travail du couple Qa 
est égal au travail de redressement du centre de gravité ; en effet, on 
obtient ainsi : 

Ca . fl» sin 6 (2^ = mgl . d^ . sin 6 . 

dô __ C« « _ nffflpcos e 
dt ~ mgl "~ Jû 
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Le redressement complet aura donc lieu en un temps fini, 
l'expression précédente montre qu'il est d'autant plus rapide 
que sa pointe est moins fine et que le contact est plus 
rugueux (*). 

Cette conclusion est indépendante de la position du 
centre de gravité qui peut se trouver aussi bien en dessous 
qu'au-dessus du point d'appui ; dans l'un cas comme dans 
l'autre, l'axe de la toupie se rapprochera de la verticale. 

Supposons maintenant que la même pointe repose dans 
un godet ou une petite excavation en forme de calotte sphé- 
rique. C'est un cas intermédiaire entre les deux cas extrêmes 
qui viennent d'être traités: d'une part, la pointe libre de se 
déplacer sur un plan, et, d'autre part, la pointe dont le centre 
est maintenu immobile par une excavation conique. 

A cause du frottement, le point de contact ne restera pas 
au point le plus bas de la cavité, il roulera à une certaine dis- 
tance de ce point, mais ne pourra pas dépasser le petit cercle 
du godet le long duquel la normale fait avec la verticale 
l'angle de frottement. 

Dès lors, le point de contact restant à l'intérieur d'une 
aire limitée, le mouvement résultant de la toupie sera une 
précession autour de la verticale passant par le centre de 
la pointe à laquelle se superpose un déplacement de ce 
point suivant un petit cercle horizontal. 



(*) On se représentera la courbe spliérlque décrite par un point de raxe 

à Tunité de distance du point O, en combinant le mouvement de relève- 

dO df 

ment — avec le mouvement liorizontal -— dû à la précession : 
dl dt 

— - = — -— ces 6 . 
df l 

r/est l'équation d'une spirale sphérlque. 

Lorsque raxe de la toupie se rapproche de la verticale, devenant 

très petit, cos est sensiblement égal à Tunité et réquation précédente 

de 
exprime que-;— =0^*, c'est-à-dire qu'un point de Taxe de la toupie décrit 
df 

sensiblement autour de la verticale un arc de spirale d'Arçhimède. 

En faisant une hypothèse différente, et que ron peut discuter, sur 

rexpresslon de Ca, M. Baule {56) conclut que ce serait sensiblement un 

arc de loxodromle. 
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Nous ne pousserons pas plus loin Tétude de ce problème, 
et nous nous bornerons à remarquer que si le rayon de cour- 
bure du godet diffère peu do celui de la sphère terminant le 
pivot, et si le coefficient de frottement est faible, le point 
restera pratiquement immobile et l'on pourra appliquer très 
sensiblement les conclusions trouvées dans T hypothèse de la 
cavité conique, savoir: 

L'axe de la toupie se rapprochera graduellement de la ver- 
ticale, quelle que soit la position du centre de gravité de la 
toupie par rapport au point d'appui; et ce mouvement de 
redressement sera d'autant plus rapide que la pointe sera 
moins fine. 

Ces prévisions sont confirmées par les faits; les expé- 
riences de Baule (56) sur une toupie Fleurias (voir plus 
loin) en fournissent une vérification très intéressante. 

45. Gyrostat dont l'axe matériel est en. contact avec 
UN GUIDE FIXE. — Considérons la toupie représentée par la 
figure 27 et supposons que sa tige soit en contact avec im 
guide de forme quelconque, disons pour fixer les idées, un 
fil de fer contourné comme l'on voudra. Au point de contact, 
le frottement de la tige cylindrique, tournant sur elle-même, 
donne naissance à une force qui tend à entraîner l'axe comme 
s'il roulait sur le guide. 

Souvenons-nous que pour déplacer artificiellement un 
point de l'axe, il faut exercer en ce point un effort normal 
au déplacement à produire, en appliquant la règle des trois 
doigts on vérifie sans peine que la précession forcée, amor- 
cée comme il vient d'être dit, provoque un couple de réac- 
tion gyrostatique dont l'effet est de presser la tige du gyro- 
stat normalement contre le guide, de manière à assurer la 
persistance du contact; à la faveur de cette circonstance, 
l'axe continue à rouler contre le fil de fer. 

L'axe semble adhérer au guide comme s'il était aimanté 
et rien n'est plus curieux que de voir la tige de la toupie 
suivre ainsi un contour si compliqué qu'il soit, même dans 
les angles les plus vifs ; lorsque la tige arrive à l'extrémité du 
guide, elle contourne cette dernière et suit en sens inverse le 
chemin qu'elle a parcouru pour y arriver. 
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Cette propriété existe, quelle que soit la position sur Taxe 
du point de contact avec le guide; elle a reçu une applica- 
tion ingénieuse dans le modèle du monorail Brennan. 

46. Collimateur ou horizon gyrostatique Fleurias. — 
Les différentes questions qui viennent d'être traitées nous 
permettent de conclure qu'une toupie dont la pointe repose 
sur un plan, ou dans un godet concave, a une tendance mar- 
quée à se redresser et à <( dormir » verticalement. D'autre 
part, nous avons vu que cet état est stable et enfin nous 
savons qu'un tel système sera d'autant moins sensible aux 
perturbations extérieures que sa période propre de préces- 
sion sera plus longue (n"* 38) . 

Ces considérations justifient l'idée d'employer une toupie 
pour établir un horizon artificiel. 

Déjà en 1752 Serson (3) construisit un horizon artificiel 
basé sur ce principe, c'était une large toupie dont la partie 
supérieure portait un miroir ; son emploi ne s'est pas répandu 
à cause des difficultés de maniement. 

L'appareil moderne imaginé par Fleurias (49) constitue 
en quelque sorte un accessoire du sextant, il se place derrière 
le petit miroir de cet instrument et fournit directement un 
repère horizontal. Le collimateur se compose essentiellement 
d'une toupie en cuivre, en forme de tore, pesant 175 gr. et 
reposant par une pointe dure et fine dans une petite cavité 
sphérique, de telle façon que son centre de gravité G se 
trouve à moins d'un millimètre en dessous du point d'appui 
(fig. 45) . Le mouvement est donné par un jet d'air comprimé 
qui frappe une série d'ailettes creusées dans la surface laté- 
rale du tore. Dans les modèles récents on estime que la vi- 
tesse ainsi communiquée au tore atteint 80 tours par seconde 
et qu'elle ne tombe à 50 tours qu'après un temps suffisant 
pour faire une observation. 

La face supérieure de la toupie porte, aux extrémités 
d'un même diamètre, deux lentilles plan-convexes L et L' 
sur la face plane desquelles est gravé, à la hauteur du centre 
optique, un trait de repère noir très fin, perpendiculaire à 
l'axe de la toupie. La distance qui sépare les deux lentilles 
est égale à leur distance focale principale, de telle sorte que 



les rayons émanant du trait de repère de la lentille L, par 
exemple, sortiront de la lentille L' parallèlement à l'axe op- 
tique du système et pourront former dans la lunette du sex- 
tant une image du repère qui sera au point en même temps 
que l'objet à l'infini (astre) dont on cherche la hauteur. Si 
l'axe de la toupie reste vertical, à cause de la rotation rapide 
et la persistance des impressions sur la rétine, l'observateur 
verra continuellement un trait horizontal qui pourra, par 
tous les temps, remplacer l'horizon de la mer. 
Les Inclinaisons communiquées au support par la main de 



-?^ 



Figoreis. 

l'observateur, et par le navire, n'auront aucun effet dévia- 
teur si la cavité est sphériquo et la pointe très fine ; quant aux 
effets d'inertie dus aux accélérations honzontal(;s, nous ne 
répéterons pas ce qui en a été dit au n" US ; les excursions 
angulaires de l'axe de la toupie qui peuvent en résulter seront 
d'amplitude d'autant moindre que la durée de la précession 
propre sera plus longue. L'expérience a prouvé que pour 
toutes les catégories de bâtiments, une période de préces- 
sion de 120 secondes est suffisante, et permet de faire les 
observations avec toute la précision qu'exige la navigation 
astronomique. 

Une cause assez inattendue, la rotation de la Terre, influe 
sur les mesures de hauteur prises au moyen du coHimateur 
gyrostatique. En effet, au lieu de se ranger suivant la verti- 
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cale vraie du lieu, la direction que prend Taxe de la toupie 
fait avec cette droite un petit angle p dans le plan du méri- 
dien. Si la rotation du tore a lieu dans le sens indiqué par la 
figure 45, cette fausse verticale est inclinée vers le Sud, et 
inversement. 

Nous établirons au n"* 54 la relation suivante qui définit 
cette inclinaison |î en fonction de la latitude X et de la période 
de précession t de la toupie : 

/ ces A 

Cette formule peut être mise sous la fomae plus pratique 

^ t cos A 

|3 = 

25, 14 

qui donne, en minutes d'arc, la pente du plan de visée par 
rapport à Thorizon vrai. Dans le cas cité plus haut (t = 
120 secondes) , l'angle P peut atteindre 5', cela explique com- 
ment des latitudes prises près de Téquateur ont pu différer 
de 10' suivant que l'observation se faisait vers le Nord ou 
vers le Sud. 

Il est à peine besoin de dire que la correction à introduire 
pour tenir compte de cette cause d'erreur dépend de l'azi- 
mut a dans lequel on opère et que cette correction sera en 
réalité : 

^, /cos X. cos a 

P = . 

25,14 

Le mouvement de précession, qui fait décrire à un point de 
l'axe de la toupie autour de la verticale un petit cercle 
(ou plus exactement un arc de spirale d'Arcliimède, voir 
n** 44, note), fait prendre au plan du collimateur une 
série de positions qui transportent la ligne de repère dans le 
champ de la hmette, de haut en bas puis de bas en haut, en 
passant par des positions intermédiaires, inclinées tantôt 
dans un sens, tantôt dans l'autre. Ce mouvement de libra- 
tion du repère (auquel s'ajoutent encore de petits mouve- 
ments à courte période dus principalement au roulis) , loin de 
nuire à la précision des lectures, a donné naissance à divers 
procédés d'observation qui permettent d'arriver à une très 
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bonne compensation des écarts. Nous ne dirons rien de ces 
méthodes dont la description nous écarterait de notre sujet, 
elles ont fait l'objet des études de Fleurias lui-même et plus 
récemment de Roosenburg (88) et de Favé (89) . 



III. — Problème du troisième genre. — Gyrostat en- 
tièrement LIBRE, DANS LE VIDE OU DANS UN MILIEU RÉSIS- 
TANT. 

Ce troisième problème se ramène à l'application immé- 
diate de la théorie de la rotation naturelle suivant laquelle 
un solide entièrement libre, est animé d'un mouvement de 
Poinsot, autour de son centre de gravité ; la direction de l'axe 
du moment cinétique restant invariable dans l'espace. 

Si, à l'instant initial, l'axe du moment cinétique est dirigé 
suivant un des axes principaux, ce qui a lieu par définition 
pour les gyrostats, cet axe lui-même conservera une orien- 
tation invariable. 

47. Gyroscope de Foucault. — Cet appareil consiste en 
un tore métallique monté dans une suspension à la cardan 
(fig. 46), de telle façon que les axes AA, BB et CC se 
coupent rigoureusement au centre de gravité du tore ; celui- 
ci peut donc recevoir tous les mouvements de rotation possi- 
bles sans cesser d'être en équihbre indifférent, ce qui le rend 
équivalent à un système entièrement libre. 

Voici comment cet instrument permet de constater la rota- 
tion terrestre (*) : 



(*) Le mot gyroscope signifie, d'après son étymologie, « appareil per- 
mettant de voir la rotation » ; dans l'esprit de Léon Foucault, ce terme 
devait désigner Finstrument capable de déceler la rotation de la terre 
sans le secours d'observations astronomiques. 

L'expression choisie par Tillustre physicien devrait rester attachée à 
cette idée et c'est pour cette raison que nous avons adopté le mot gyrostat 
qui a un caractère plus général et doit correspondre au mot allemand 
kreisel. 

Nous aurons justifié par le même fait Texpression effet gyrostatique 
qui nous semble mieux choisie que effet gyroscopigue, pour désigner le 
phénomène général dont nous nous occupons. 
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Faisons abstraction de la masse des anneaux de suspension 
et ne considérons que le tore, mobile autour de son centre de 
gravité. 

L'appareil étant entraîné dans le mouvement diurne, étu- 
dions son mouvement relatif par rapport à un système d'axee 
de comparaison ayant pour origine le centre de gravité du 
tore et dont les directiontt soîif absolument fixes. Nous pou- 
vons écrire les équations du mou- 
vement du tore par rapport à ces 
axes de comparaison comme s'il 
s'agissait d'axes absolument im- 
mobiles, à condition de supposer 
appliquées en chacun de ses points 
les réactions d'inertie dues aux 
accélérations d'entraînement (les 
accélérations complémentaires 
sont nulles). 

Les dimensions du tore étant 
évidemment négligeables par rap- 
port à celles de la terre, on peut 
considérer la résultante des réac- 
tions d'inertie, de même que la 
résultante des actions de la pesan- 
teur, comme passant rigoureuse- 
ment par le centre de gravité, ori- 
gine des axes. Figure 46, 

Les forces réelles et fictives pas- 
sant par l'origine des axes, le mouvement du tore dans les 
axes de comparaison sera un mouvement de Poinsot ; si son 
mouvement initial se réduit à sa rotation propre autour de 
son axe de figure, cet axe conservera une direction constante 
par rapport aux axes de comparaison. En d'autres termes, 
si l'axe AA est pointé vers une étoile fixe, il restera pointé 
vers la même étoile, et, pour un observateur terrestre, il 
se déplacera comme le ferait un instrument astronomique 
monté en équatorial. 

Par exemple, à la latitude de Bruxelles, un gyroscope de 
Foucault pointé vers le zénith décrira en 5 minutes un angle 
Mrf cos X^OiISf)", c'est un mouvement qui peut être parfai- 
tement constaté, et même mesuré sous le microscope. 
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Causes d'erreur: 

a) Lorsque Ton communique au tore la vitesse de rota- 
tion initiale Q autour de son axe de figure, il est en même 
temps animé de la rotation diurne w^ à laquelle participent 
le support ainsi que T expérimentateur. A Tinstant où Tappa- 
reil est abandonné par l'opérateur, le vecteur du moment 
cinétique fera donc un certain angle avec Taxe du tore, 
qui exécutera autour de lui un mouvement de Poinsot. 
Si les rotations û et w étaient comparables, les directions de 
Taxe du tore et du vecteur du moment cinétique pourraient 
être très différentes ; en fait, elles sont sensiblement confon- 

dues. Si le tore fait N tours par seconde, le rapport — sera 

N X i24 X 3600 et l'angle des deux vecteurs sera au maxi- 

1 2.43 , ^, 

^^iva c,n..^r^ XT 0^ "TT" secondes d arc . 
86400 N N 

h) Une deuxième cause d'erreur provient de ce que dans 
la démonstration précédente on fait abstraction des anneaux 
de suspension. En réalité, ils font partie du système et pen- 
dant que l'axe AA paraît se déplacer suivant le mouvement 
apparent des étoiles, les deux anneaux tournent autour des 
axes BB et CC avec des vitesses angulaires (o^ et co^ telles 
que leur résultante reproduise la vitesse angulaire apparente 
de AA; co^ et w^ sont donc de l'ordre de grandeur de w^. 
L'ensemble du système a en réalité un moment cinétique 
donné par la somme vectorielle: 



^= Ji2+ J'û^ +Ji«i +jt^i . 

j^ et jj sont les moments d'inertie des deux anneaux respec- 
tivement autour de BB et de CC. Le vecteur ^ sera donc 

très peu différent de Jû et si la rotation û est rapide, l'er- 
reur due aux anneaux sera aussi peu importante que celle 
due à la vitesse angulaire initiale o)^ du tore. 

c) Une autre source d'erreurs, de beaucoup la plus impor- 
tante, réside dans les frottements qui font obstacle aux rota- 
tions des anneaux et ralentissent (o^ et co^. De plus, sous 
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l'effet des frottements, Taxe AA sera plus ou moins entraîné 
dans le mouvement de la Terre, et ce déplacement agissant 
comme une précession forcée sur le gyrostat fera apparaître 
un couple de réaction et un nouveau terme perturbateur. 

Ces diverses causes d'erreur ne se font heureusement 
guère sentir pendant des observations de peu de durée et 
elles n'ont pas empêché Foucault d'obtenir des vérifications 
très satisfaisantes (*) . 

48. Diabolo. — Le diabolo consiste en un corps de révo- 
lution, présentant la forme de deux troncs de cônes iden- 
tiques accolés par leurs petites bases, auquel on communique 
au moyen d'une corde un mouvement de rotation assez ra- 
pide en même temps qu'on le lance en l'air. 

On arrive à le faire tourner, à peu de chose près, autour de 
son axe de figure, qui est axe principal d'inertie, et il en 
résulte que cet axe conserve une direction constante géné- 
ralement horizontale pendant la durée du jet; cela permet 
de rattraper assez facilement le diabolo, d'où l'intérêt de 
ce jeu qui, pour le surplus, permet de vérifier plusieurs des 
principes énoncés plus haut: 

a) Si l'un des cônes est plus lourd que l'autre, il se produit 
un mouvement de précession, l'axe du diabolo reste bien 
horizontal, mais tourne dans le plan horizontal ; 

h) Si accidentellement le joueur donne une impulsion 



(*) Léon Foucault, avant tout expérimentateur, n*a pas cherché à don- 
ner de ses expériences une démonstration rigoureuse ; au contraire, des 
matiiématiciens comme Quet (/^), Bour {87), Villarceau (22) et Gilbert 
(38), en on^ fourni de très complètes et peut-être inutilement compliquées, 
ns appliquent les théorèmes du mouvement relatif et supposent les forces 
variables dans Téiendue du gyroscope, ce qui les conduit à des équations 
renfermant jusqu^à des termes en «-*</ certainement négligeables. 

La solution que nous avons utilisée et qui rattache la question à la 
théorie de la rotation naturelle a le double avantage de n'exiger aucun 
calcul et d'être tout aussi correcte, elle a été indiquée par Massau (44) 
et par Guyou (52). 

Remarquons en passant que si la théorie de Quet est plus complète, elle 
n'en néglige pas moi^s Tinfluence des anneaux et les frottements, c'est- 
à-dire deux causes d'erreurs que l'expérimentateur ne pourra jamais 
ni éviter ni prévoir avec précision. 
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énergique autour d'un axe différent de l'axe de figure, on 
obtient un mouvement de Poinsot bien visible ; 

c) Si pendant qu'on lance le diabolo, il s'incline vers 
l'avant ou vers Tarrièro, le joueur devra exercer un couple 
à axe vertical en avançant ou reculant un des brins de la 
corde. L'application de la règle des trois doigts permet de 
formuler la règle générale: pour ramener l'axe à être hori- 
zontal, il faut déplacer le brin menant de la corde vers la 
partie qui se soulève ; 

d) L'axe de rotation du diabolo correspond en général à 
un moment d'inertie minimum ou maximum (ellipsoïde de 
révolution allongé ou aplati) , le mouvement de rotation est 
stable . 

Si les moments d'inertie sont rendus tous égaux, l'ellip- 
soïde se réduit à une sphère et tous les axes sont égale- 
ment stables ou plutôt indifférents; aucun d'eux n'est plus 
stable que ses voisins et si le diabolo est quelque peu dérangé, 
le mpuvement qui commence autour d'un axe peut se conti- 
nuer autour d'un autre. M. Boys a construit un diabolo pré- 
sentant cette propriété curieuse d'être inutihsable pour les 
joueurs en réalisant avec beaucoup de précision l'égalité des 
moments d'inertie. 

49. Altération nu mouvement de Poinsot dans un 

FLUIDE résistant. STABILITÉ PARTICULIÈRE DES GYRO- 

STATS A ELLIPSOÏDE d' INERTIE APLATI. SuppOSOnS qUC le 

mouvement de notre gyrostat entièrement libre soit devenu, 
pour une raison accidentelle quelconque, un mouvement de 
Poinsot, et supposons-le abandonné à son inertie, non plus 
dans le vide, mais dans un milieu résistant tel que l'air. Cher- 
chons comment le frottement du fluide, qui altère continuel- 
lement le moment cinétique du système, influera sur son mou- 
vement ultérieur. 

Reprenant le raisonnement déjà utilisé au n° 37, nous pou- 
vons dire que le frottement du milieu produit un couple résis- 
tant C/dont le vecteur représentatif est dirigé en sens inverse 
du vecteur de la vitesse instantanée de rotation et dont la 
longueur est fonction de cette vitesse. 
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Or, nous savons que le vecteur GE, dont la direction défi- 
nit celle de C/, décrit le cône d'herpolhodie (de demi-angle 
RGS1L) en tournant autour de GSll ; dès lors, Textrémité de 
Qoffl , continuellement entraînée dans la direction de Cy, dé- 
crira autour de la direction G^, que nous prenons comme 
direction initiale du moment cinétique, une ligne hélicoïdale 
(fig. 47) . 

Pendant le mouvement, le vecteur G^ conserve une direc- 
tion mo venue constante, 
mais sa longueur décroît 
continuellement. 

Examinons, d'autre 
part, les positions succes- 
sives du solide par rapport 
à GSH. A cet effet, repré- 
sentons une section méri- 
dienne, de Tellipsoïde d'i- 
nertie, qui contient les 
trois vecteurs GF, GE et 
Gû'^ ainsi que le vecteur 
Cy. On trouve aisément les 
positions relatives des trois 
vecteurs et on peut suivre ^ 
de proche en proche leurs 
déplacements relatifs sous 
l'influence du couple exté- 
rieur appliqué C/. En même temps que le vecteur G^ dimi- 
nue de longueur, sans cesser de conserver la même direction 
movenne, l'angle Sîl GE diminue peu à peu en même temps 
que l'angle EGE. 

Les directions CSfïC et GR en se rapprochant graduelle- 
ment finissent par se confondre avec la direction du petit 
axe GE de l'ellipsoïde. 

On peut conclure de là que le mouvement de Poinsot tend 
à se transformer en une rotation autour du petit axe de l'ellip- 
soïde d'inertie. 

Dans le cas d'un système à ellipsoïde central d'inertie de 
révolution allongé, la rotation finira par s'établir autour 
d'un diamètre équatorial de cet ellipsoïde. 




Figure 47. 
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Si, au contraire, l'ellipsoïde central d'inertie de révolution 
est aplati, les raisonnements qui précèdent subsistent, il suffit 
de convenir que dans la figure 47 le diamètre GE représente 
l'axe de figure du système, pour conclure que le mouvement 
de Poinsot se transforme peu à peu en une rotation autour 
de l'axe de figure. 

Au premier chapitre nous avons conclu que le mouve- 
ment est stable en tout cas autour de l'axe de figure de 
l'ellipsoïde; il s'agissait de mouvements dans le vide comme 
les comprend la mécanique rationnelle; nous trouvons ici 




Figure 48. 



Figure 49. 



que dans la réalité physique cette conclusion n'est vraie que 
si l'ellipsoïde est aplati. 

Nous devons conclure de là qu'un diabolo sera plus 
stable si son ellipsoïde d'inertie est aplati que s'il est allongé. 

Cette démonstration explique également la remarquable 
stabilité d'orientation, que chacun a pu vérifier, des disques 
lancés dans l'air. 



50. Disque. — Palet. — Boomerang. — Considérons 
un disque mince lancé dans une direction quelconque et 
animé en même temps d'une rotation rapide autour d'un axe 
normal à son plan. 

D'après ce que nous venons de rappeler, ce disque con- 
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servera une orientation constante comme le gyroscope ou le 
diabolo; lancé dans le vide, son centre de gravité décrirait 
une parabole contenue tout entière dans un plan vertical; 
dans Tair, au contraire, il peut décrire une trajectoire gauche 
de forme très particulière. 

En effet, soit à un instant quelconque v la vitesse du dis- 
que, P = mgf son poids et E la résistance de Tair, normale au 
plan comme Ton sait, et que nous supposons appliquée au 
centre du disque (*). L'état de sollicitation est dès lors 
indiqué par la figure 48 et l'équation différentielle du mouve- 
ment peut s'écrire sous forme vectorielle: 

dv =• 

F étant la résultante des deux forces P et E. Le vecteur E 
n'étant pas forcément dans le même plan vertical que P et r, 
on voit dès maintenant que la trajectoire peut sortir du plan 
vertical initial du jet. 

Pour étudier la forme de cette trajectoire, écrivons deux 
équations de projection, l'une sur un plan parallèle à la direc- 
tion invariable du disque, l'autre sur une normale à ce plan; 
désignons par 1/ et v" les projections de ?;, et appelons a 
l'angle constant du plan du disque avec la verticale. 

Nous aurons pour le mouvement projeté sur le plan: 

m ^- = P cos a . 
dt 

C'est l'équation classique dont l'étude conduirait sans 
peine à trouver que la trajectoire projetée sera celle d'un pro- 
jectile ordinaire dans le vide, ce sera donc une parabole et, 
dans un cas particulier, une droite parcourue successivement 



(*) On sait que la résistance est normale au disque et que son point d'ap- 
plication ne sera pas au centre, mais un peu en dehors du côté de Parête 
d'attaque. Nous pouvons supposer la résistance transportée au centre 
moyennant Fapplication d'un petit couple dont Teffet sera de faire pré- 
cesslonner lentement le disque. Nous supposons ici que le moment ciné- 
tique du disque est assez grand pour que les désorientations dues à cette 
précessioD pe soient pas sensibles pendant la durée du jet. 
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dans les deux sens; dans l'espèce, il s'agirait de la ligne de 
plus grande pente du plan (cela correspondrait, pour le pro- 
jectile dans le vide, au cas d'un jet vertical) . 

Pour le mouvement projeté sur la normale au plan du 
disque, nous aurons: 

m — r- = R + P sm a . 

dt 

C'est l'équation du mouvement d'un disque lancé vertica- 
lement en présentant sa plus grande surface au milieu résis- 
tant; sans formuler d'hypothèse sur la nature de la résis- 
tance, nous pouvons dire que le mouvement varié au début 
se transformera rapidement, eu égard à la résistance du 
milieu, en un mouvement à vitesse uniforme. 

En combinant les deux mouvements ainsi définis, on peut 
être conduit à une grande variété de trajectoires gauches. 

Si le disque est léger et sa surface assez grande, le mou- 
vement normal au disque est peu marqué pendant la durée 
du jet, la trajectoire est à peu près plane et le disque semble 
décrire dans l'air une parabole en glissant sur un plan invi- 
sible. C'est l'expérience que répètent les joueurs de cartes 
adroits lorsque, pour envoyer une carte à leur partenaire, ils 
lui font décrire une trajectoire courbe et assez longue. 

Un cas particulier plus curieux est celui où le mouvement 
projeté sur le plan initial du disque se réduit à un parcours 
rectiligne aller et retour sur la ligne de plus grande pente de 
ce plan; dans ce cas, la trajectoire réelle est plane. En 
combinant les deux mouvements projetés sur OT' et OT" 
(fig. 49), on obtient une trajectoire plane se composant de 
deux branches qui peuvent être très peu différentes (*). 

Remarquons en passant que la trajectoire de descente du 
disque ressemble assez bien au trajet d'un aéroplane atterris- 
sant en vol plané. 

Cette propriété remarquable des projectiles aplatis, animés 
d'une grande vitesse de rotation dans leur plan, de pouvoir 
présenter une trajectoire rétrograde, trouve une application 
dans l'arme australienne, le boomerang. 



(*) Mais non pas identiques, comme rindlquent la plupart des auteurs 
(CoLUGNON. Tr. de Mécanique, t. III, p. 622). 
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IV. — Problème du quatrième genre. — Gyrostat lié 

A UN SYSTÈME PARTICIPANT A UN MOUVEMENT d'ENTRAINE- 

ment, en particulier a la rotation terrestre, — Gy- 
roscopes. 



51 . Cas général. — Un gyrostat est monté de telle 
manière que son axe peut tourner autour de son centre de 
gravité sans sortir d'un plan déterminé. On demande quels 
seront les mouvements de Taxe et les réactions qu'il exercera 
lorsque ce plan se déplacera dans l'espace. 

Les translations étant sans effet, noiis pouvons supposer 
le mouvement d'entraînement auquel participe le plan, ré- 

duit a une rotation de vitesse angulaire co = — . 

at 

En général, l'axe de cette rotation fera avec le plan con- 
sidéré un angle ç, et nous pouvons décomposer la vitesse 
angulaire (o en deux autres: co sin ç autour d'une normale au 

plan et w cos ç autour de la projection de o) sur le plan 
(fig. 50). 

La première de ces rotations sera sans effet, car le couple 
de réaction gyrostatique qu'elle peut faire naître sera neutra- 
lisé à chaque instant par les liaisons qui maintiennent l'axe 
du gyrostat dans le plan P. 

La seconde rotation d'entraînement, qui reste seule à con- 
sidérer, peut se décomposer en deux autres (o,, et co,, 

co^ = (0 cos ç cos S autour de l'axe de figure ( J) 

co^ = (o cos ç sin 8 autour d'un diamètre (T), 

S est l'angle que fait à un instant quelconque l'axe du gyro- 
stat avec GR direction de la projection de la rotation d'en- 
traînement sur le plan P. 

(0- et (ûy sont les vitesses d'entraînement du gyrostat; les 
composantes de son moment cinétique suivant les mêmes 
axes seront: 

^, = J (û + o) cos ç cos 8) 
^^ = 1 (o cos ç sin 8 
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Les couples gyrostatiques qui en résultent se réduisent à 
un seul dont l'axe est normal au plan ; il peut s'obtenir direc- 
tement par la règle des trois doigts ou par l'emploi de l'une 
des formules (32) du n"" 16: 

On en déduit: 

C = Ji)w cos ç sin 8+ (J — I)(o^ cos ç sin S cos S • (67) 
Tel est le couple qui tend à entraîner l'armature du gyro 




Figure 50. 

stat dans son plan de liberté. (On remarquera qu'une rela- 
tion semblable a été trouvée au n"* 24.) 

L'équation du mouvement du gyrostat dans le plan P sera: 

I T-; -h JÛw cos f sin * + (J — I) «* cos 9 sin * cos * = o (68) 

I représente ici le moment d'inertie du gyrostat et de son 
armature autour d'une normale au plan P. 

Si l'on peut dans cette équation négliger le terme 
(J — I) (0* devant Jû, elle se simplifie et devient: 

d'd 

I -T- + JÛw COS (f sin d = , (69) 

équation du mouvement d'un pendule simple dont la pé 
riode des petites oscillations est : 



t 



y JQxù cos f 



En résumé, on peut dire que l'axe du gyrostat sera aniinr 
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d'un mouvement pendulaire de part et d'autre d'une direc- 
tion moyenne donnée par la projection de l'axe de la rota- 
tion d'entraînement sur le plan de liberté. 

En pratique, par suite des résistances passives, les oscil- 
lations seront d'amplitudes décroissantes et l'axe du gyro- 
stat s'arrêtera finalement suivant la direction de cette pro- 
jection. 

On peut exprimer autrement la même conclusion en di- 
sant que l'axe du gyrostat tend à faire le plus petit angle 
possible avec Taxe du mouvement d'entraînement, et on 
peut ajouter, cela se démontre sans peine, de manière à ce 
que la rotation propre soit de même sens que la rotation d'en- 
traînement. 

Nous retrouvons donc une nouvelle manifestation de la 
tendance au parallélisme des axes de rotation, qui peut servir 
à déceler et même à mesurer la vitesse angulaire d'entraîne- 
ment (ù lorsque celle-ci est inconnue ; c'est ce qui a été fait 
pour la rotation terrestre. 

52. Expériences de Foucault. — Au moyen de l'appa- 
reil déjà décrit (fig. 46), Foucault a exécuté deux expé- 
riences célèbres qui exigent que les tourillons fixes CC se 
trouvent exactement sur une verticale et que le diamètre BB 
du cercle extérieur soit normal à CC, de manière à ne pas 
sortir d'un plan horizontal. 

Première expérience. — On amène l'axe AA à être bien 
horizontal et on empêche l'anneau ABAB de tourner autour 
de BB, ce qui astreint l'axe du tore à rester horizontal pen- 
dant les déplacements en azimut de l'anneau BCBC. 

L'angle 9 de l'axe de la rotation d'entraînement avec le 
plan horizontal est ici la latitude que nous désignerons par X, 
et la direction de la projection de l'axe du mouvement d'en- 
traînement sur le plan horizontal n'est autre que le méridien 
du lieu. 

La relation (67) dont nous supprimons le terme négli- 
geable en (0^ donne 

c = Jù(ù cos X sin S , (70) 
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couple sous rinfluence duquel Taxe du tore effectuera de 
part et d'autre de la ligne Nord-Sud une série d'oscillations. 
Lorsque les résistances passives auront amorti ces oscilla- 
tions, l'axe indiquera la direction du méridien et, avec les 
convention^ admises, la pointe du vecteur Q indiquera la 
direction du Sud. 

L'axe du gyroscope se comporte par rapport au méridien 
géographique comme le fait une aiguille aimantée par rap- 
port au méridien magnétique. L'analogie est très complète; 
en effet, l'équation du mouvement angulaire de l'aiguille 
aimantée est de la forme : 

I — - + ol3C sin = . 
dt 

Pour le cas du gyroscope, elle est: 

I — + Jûco cos A sin d = , (71) 

le terme qui correspond au moment magnétique ol3C , et que 
nous appellerons « couple directeur », est Jû co cos X; il est 
maximum à l'équateur et devient nul aux pôles. Pour la 
boussole magnétique également, la composante horizontale 
varie dans le même sens de l'équateur au pôle, mais suivant 
une loi moins régulière. 

Exemple numérique. — L'élément qui confère à une 
boussole ses qualités essentielles, la sensibilité et la stabi- 
lité, est la grandeur du couple directeur dont on se fera une 
idée numérique en évaluant le moment qu'il faut exercer sur 
l'aiguille pour la maintenir perpendiculaire au plan du mé- 
ridien. 

Dans le cas d'un compas magnétique, ce couple a pour 
expression c = A%. 

ol est le moment magnétique (pour un compas de navire, 
environ 3000 dynes-centimètres). 

3C est la composante horizontale du champ magnétique 
(en Belgique environ 0.2 Gauss) . 

c = ol3t = 3000 X 0,2 = 600 dynes-centimètres, 
soit un couple de 0,612 gramme-centimètre. 

Dans le cas d'une boussole gyroscopique, le couple cor- 
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respondant sera exprimé par Jûco cos X. Pour un appareil 
comparable au précédent, comme encombrement, nous adop- 
terons les dimensions des éléments d'un g}^rocompas Ans- 
chutz Kaempfe (voir n°' 55-57) : 

Tore de 6 kilos, J = 612 gr. cnT, i> = 2090 rad/sec, 
w^ = 0,000072 rad;sec , A = 45° 

c= 612 X 2090 X 0,000072 x 0,707 = 65 gr.-cm. 

A égalité d'encombrement, la boussole gyrostatique de 
l'exemple choisi aurait donc un couple directeur environ 
100 fois plus fort que le compas magnétique. 

Il est vrai que l'inertie de la masse à entraîner par ce 
couple est au moins 10 fois plus importante dans l'appareil 
gyroscopique que dans le compas magnétique; au point de 
vue de la force directrice, l'avantage n'en restera pas moins 
au premier de ces deux instruments. 

Deuxième expérience. — Dans cette deuxième expérience 
de Foucault, c'est l'articulation autour de CC que l'on immo- 
bilise, de sorte que AA est astreint à demeurer dans un plan 
vertical. 

On oriente le plan de liberté de l'axe AA dans le plan du 
méridien et l'on observe qu'après une série d'oscillations 
l'axe vient se ranger parallèlement à l'axe du monde en fai- 
sant un angle X avec l'horizon. 

La démonstration est la même que pour la première expé- 
rience; dans la formule (70) du cas précédent, il y a sim- 
plement lieu de faire 9 = 0, ce qui donne 

c = Jûd) sin 8 . 

L'axe du tore se comporte ici comme l'aiguille d'une bous- 
sole d'inclinaison avec cette différence qu'il permet de déter- 
miner directement la latitude. 

Une autre différence provient de ce que le couple direc- 
teur Jûco est indépendant de la latitude, tandis que pour une 
boussole d'inclinaison magnétique, ce couple varie comme 
l'intensité de la composante horizontale. 

Remarque. — De ces deux expériences, Foucault (11) a 
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pu conclure pour la première fois que : «... sans le secours 
d'aucune observation astronomique, la rotation d'un corps 
à la surface de la Terre suffit à indiquer le plan du méri- 
dien... et la latitude du lieu, le méridien étant connu ». 

En réalité, le mouvement de la Terre étant très lent, la 
force motrice qui tend à orienter Taxe du gyroscope est très 
faible et il suffit de résistances très petites pour contrarier le 
mouvement. D'autre part, le frottement de l'air empêche le 
tore une fois lancé de conserver longtemps sa grande vi- 
tesse de rotation. Pour ces deux raisons, l'appareil tel qu'il 
fut conçu par Foucault (fig. 46), ne permet pas de déter- 
miner le méridien avec une bien grande exactitude. 

Au moyen de méthodes plus modernes, en constituant le 
gyroscope par un volant assez lourd entraîné d'une manière 
continue par un électromoteur, le tout étant supporté par 
une tiès longue suspension trifilaire, le professeur FôppI 
(74) a obtenu des résultats d'une précision beaucoup plus 
grande. 

53. Barogyroscope de Gilbert. — Dans les expériences 
de Foucault, le centre de gravité de l'équipage mobile doit 
coïncider exactement avec le point de suspension (croisée 
des trois axes), c'est là une condition très difficile à réa- 
liser et que Gilbert (38) a voulu éviter dans son barogy- 
roscope. 

Cet appareil (fig. 51) consiste en un tore ou gyrostat dont 
l'axe peut osciller dans un plan vertical, mais dont le centre 
de gravité G ne se trouve pas sur l'axe de suspension 00'. 

Soit OT' (fig. 52) la projection de l'axe de la terre sur le 
plan d'oscillation du barogyroscope, si 8 est l'angle que fait 
à un instant quelconque l'axe OG avec la droite OT', nous 
pouvons exprimer le couple de réaction gyrostatique dû au 
mouvement diurne, comme dans le cas général, par: 

JQ(o cos 9 sin 8 , 

le couple de la pesanteur sera : 

mgl sin p , 
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l étant la distance OG, l'équation du mouvement de Taxe du 
tore dans le plan d'oscillation sera : 

A — + Jûco cos <p sin (î + mffl sin |3 = o . (72) 

Pour transformer cette équation, désignons par X' l'angle 
que fait avec l'horizontale la projection OT' de l'axe de la 




Figure 5ii 



Figure 52. 



'J'erre et P l'angle compté positivement vers le Nord que fait 
j'axe OG avec la verticale descendante, on déduit de ia 



figure 52: 
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et 



sin d = cos (X' - (3) = cos X' cos |3 + sin X' sin |3 , 
de là l'équation: (73) 

A -r-^ + (Jûco cos <p sin y + nu/l) sin (3 + Jûw cos f cos V cos |3 = o 

Dans cette équation nous avons encore l'angle ç de l'axe 
du monde avec le plan d'oscillation ainsi que l'angle X', nous 
pouvons les remplacer par X latitude du lieu, et a azimut du 
plan d'oscillation, en remarquant que: 

sin A' cos f = sin X , . 

cos <f cos y = cos A cos a . 
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L'équation (73) devient alors: (74) 

A—^ + (Jûw sin y<+mffl) sin (3 + Jûw cos X cos « ces |3 = o . 

C'est l'équation d'un mouvement d'oscillation de part et 
d'autre d'une position d'équilibre qui diffère de la verticale. 

La loi exacte du mouvement étant sans intérêt, on peut se 
borner à tirer de l'équation (74) la période des petites oscil- 
lations qui s'obtient facilement lorsque P est petit (ce qui est 
le cas général, comme on le verra plus loin) en faisant 
sin p = p et cos P = 1 . 




JûwsinX+m^/ 



On peut également trouver la position d'équilibre du baro- 
gyroscope en écrivant qu'il y a égalité entre le couple gyro- 
statique et le couple de la pesanteur, ou, ce qui revient au 

même, en annulant -7-7 dans l'équation (74) on trouve 

alors: 

^ — JQo) cos X cos a 

® mffl + Jûd) sm X 

Nous pouvons donc dire que le barogyroscope manifeste 
la rotation terrestre par un petit angle Po de son axe avec la 
verticale. 

Cet angle p^ croît du pôle à l'équateur, il est d'autant plus 
grand que mgl est plus petit et, à une latitude donnée, il est 
maximum lorsque le plan d'oscillation est orienté dans le 
méridien, ce qui correspond à a = o. 

La discussion de la relation (75) permet de faire cer- 
taines remarques: 

cos a 

a) Si 1 = 0, on obtient tang 6^ = ,1a position d'équili- 

tang X 

bre est confondue avec la projection OT' de l'axe de la terre 

sur le plan d'oscillation; on se trouve dans les conditions de 

la deuxième expérience de Foucault exécutée dans un plan 

formant un angle a avec le méridien. 
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b) Si la rotation û est positive, c'est-à-dire si le vecteur ù 
est dirigé dans le même sens que la longueur l, de vers G 
(cas de la figure 52) , la déviation moyenne P^ a lieu vers le 
Sud. Si û est négatif, la déviation a lieu vers le Nord, à 
moins que Ton n'ait mgl< JÛcd sin X, ce qui ne peut avoir 
lieu que si / est extrêmement petit. 

c) A égalité de vitesse angulaire û, la déviation sera plus 
grande si ù est positif que s'il est négatif. 

Nous avons retrouvé ainsi les principales propriétés du 
barogyroscope indiquées dans le mémoire de Gilbert (38), 
mais par une méthode beaucoup plus rapide. 

54. Remarque. — Fausse verticale indiquée par un 
PENDULE GYR0STATIQUE. — Si au lieu de ne pouvoir osciller 
que dans un plan, Taxe du barogyroscope était libre de 
s'orienter dans un azimut quelconque — si, par exemple, 
il était suspendu par un point comme un pendule gyrosta- 
tique — on déduit facilement de la démonstration précé- 
dente qu'après quelques oscillations il se rangerait suivant 
une direction d'équilibre établie dans le plan du méridien et 
faisant avec la verticale vraie un angle P donné par la relation 

— JOo) cos X 
tang p = — - — — — r-T- 

mgl + JL2a> sm X 

que l'on peut écrire: 

— w cos X 

tang |3 = — . 

mal . ^ 
— — + w sm X 

On reconnaîtra dans le premier terme du dénominateur la 
vitesse angulaire de précession du pendule gyrostatique con- 

sidéré que l'on peut remplacer par — , t étant la durée 

d'un tour complet de précession [ voir n** 38, formule (60) ], 

ce qui permet d'écrire, en ne tenant plus compte que de la 

valeur absolue de (i: 

, ^ w cos X ,^^, 

tang /3 = . (76) 

— + w sin X 

v 
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Vu la valeur très faible de la vitesse angulaire cd du mou- 

vement diurne co = ^^,,^ , le second terme du dénomina- 

86400 

teur sera en général négligeable comparativement au pre- 
mier et on pourra écrire: 

^ t cos X ,„-,, 

Cet angle p est celui qui mesure la pente du plan de visée 
dans rhorizon gyrostatique de Fleurias (n** 46) . 



55. Gyrogompas Anschutz-Kaemppe. — La compensa- 
tion des compas de route magnétiques à bord des navires en 
acier portant des canalisations électriques devient de plus en 
plus difficile et il en est ainsi plus particulièrement pour les 
compas enfermés dans les sous-marins ou à l'intérieur de 
réduits cuirassés. 

La découverte d'un succédané non magnétique de la bous- 
sole présentait donc un grand intérêt et les brillants résul- 
tats de Foucault devaient orienter les recherches vers le com- 
pas gyroscopique. 

L'emploi d'un gyrostat à axe horizontal, comme dans la 
première expérience de Foucault (n** 52) est possible à teiTe 
où l'on peut réaliser un plan horizontal permanent, mais il 
n'en est plus ainsi à la mer. 

Pour réaliser l'horizontalité de l'armature, il faudrait une 
suspension à la cardan sans frottement, et, de plus, pour 
assurer une certaine stabilité, le centre de gravité du sys- 
tème devrait se trouver plus bas que le centre de suspen- 
sion. Or, s'il en est ainsi, l'appareil forme un pendule qui 
subit des réactions d'inertie à chaque mouvement de roulis 
et de tangage, comme à chaque changement de vitesse et à 
chaque gyration du navire; ces conditions spéciales com- 
pliquent singulièrement le problème. Dubois (46) y puis 
Martienssen (83) ont été aux prises avec ces difficultés, et si 
leurs essais n'ont pas été couronnés de succès, ils ont préparé 
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.„ .^—' au D' Anschutz-Kaempfe (84), qui est parvenu à 
établir un « gj'rocompaa u réellement pratique (*). 

L'appareil représenté par les coupes schématiques des 
figures 53 et 54 comporte un flotteur F en forme de tore, 
porté par un bain de mercure M dont la cuve est suspendue 
à la cardan. Ce flotteur F porte l'appareil gyrostatique pro- 
prement dit G, ainsi que la rose du compas R. 

L'appareil gyrostatique G est constitué essentiellement par 
un volant tournant autour de l'axe 00' et dont le mouve- 



Figure 53. Figui-e m. 

ment de rotation très rapide et à vitesse constante est entre- 
tenu par un petit moteur à courant triphasé (**) . 

Si l'appareil était réduit à ces éléments, l'axe 00' qui joue 
le rôle de l'aiguille aimantée, au lieu de re.ster dans la direc- 
tion du méridien, oscillerait de part et d'autre de celui-ci, et, 
de plus, sa direction serait altérée chaque fois que le flot- 
teur prendrait une petite inclinaison. 

(■) I iiig^meui ainéruain Sperry (9.;) parait être arrivé également A un 
résultat satisfaisant cette élude était malheureusement déjà à rimpres- 
&ion lui-sque 11 destiipllon de sou gyrocompas fut publiée par Engi- 
nteriaa 

("j Daus un dcb modèles eu service, le volant pèse 6 kilos, il fait 
iOOOO tours par minute Le courant tripliasé est amené par des conduc- 
teurs (indiqués schémallquement sur les figures \>i et 54) qui pénètrent 
dans la partie centrale de l'équipage flottant et aboutissent à des con- 
tacts à mercure 1 a vitesse de régime n'est atteinte que 25 minutes environ 
après la fermeture des circuits ; de même une interruption de courant de 
15 minutes n'a aucune influence sur les Indications du compas. 
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Le frottement du flotteur contre le mercure, il est vrai, 
amortit plus ou moins ces oscillations, mais un amortisse- 
ment plus énergique est nécessaire et le D' Anschutz a établi 
à cette fin le dispositif suivant, d'une rare ingéniosité: le vo- 
lant, grâce à sa grande vitesse de rotation, se comporte 
comme un ventilateur centrifuge, le carter qui Tenveloppe 
est percé d'ouvertures latérales par où l'air est aspiré, et 
porte un conduit terminé par un orifice rectangulaire C par 
où est refoulé un courant d'air horizontal perpendiculaire à 
l'axe 00'. Devant cette ouverture C vient se placer une 
petite palette P portée par un bras B, l'ensemble du bras et 
de la palette peut osciller très librement, de telle manière 
que si l'axe du gyrostat est horizontal, la palette P partage 
le courant d'air sortant de C en deux courants égaux (cas 
de la figure 53), tandis que si cet axe s'incline, les deux 
courants sont d'importance inégale et, par réaction, l'appa- 
reil est soumis à un couple à axe vertical. Comme nous le 
verrons, ce couple agit toujours dans le sens convenable pour 
amortir les oscillations horizontales de 00'. 

56. Equations (V équilibre, — Oscillations du gyrocom- 
pas, — Nous savons par ce qui précède que l'axe du gyro- 
stat cherchera à s'orienter dans le plan du méridien de telle 
façon que la pointe du vecteur ù de la rotation propre, 
soit dirigée vers le Sud. Pour bien définir la position du sys- 
tème, appelons S l'angle, compté positivement du Sud vers 
l'Est, que fait à un instant quelconque le plan vertical pas- 
sant par l'axe 00' avec le méi'idien, et P l'angle de cet axe 
avec l'horizontale, compté positivement vers le bas du côté 
du Sud. 

Les conditions d'équilibre du système se rapprochent à 
la fois de celles du gyroscope dans la première expérience de 
Foucault (n** 52) et de celles du barogyroscope (n"* 53) , mais 
ici le système est soumis à l'action des quatre couples suivants 
qui se combinent à l'action directrice de la rotation terres- 
tre (o: 

V un couple de rappel à axe horizontal, dû à la pesanteur 
mgl sin P, m étant la masse de l'ensemble du flotteur et de 
l'équipage gyrostatique, l la distance de son centre de gra- 
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vite au point fictif de suspension (métacentre du flotteur) ; 

2° un couple à axe vertical, produit par la réaction iné- 
gale de Tair chassé par le conduit C et que nous pouvons 
désigner par — fc sin P ; 

3** et 4° deux couples de réaction gvrostatique, Tun à axe 

vertical Jû-r-, T autre à axe horizontal — JQ-r-, dus res- 

at dt 

pectivement aux déplacements angulaires P et S agissant 
comme des précessions forcées. 

Pour exprimer la condition d'équilibre autour de la verti- 
cale, il suffit de reprendre l'équation du mouvement hori- 
zontal du gyroscope dans la première expérience de Fou- 
cault, équation (71), et d'y introduire les termes: 

Jii— et — Asin/3, 
dt 

ce qui donne : 

d'i d& 

I jp 4- JÛo) cos X sind - JÛ y + A sin /3 = o. (78) 

L'angle P qui intervient dans cette équation sera donné 
par une relation analogue à celle établie pour étudier le mou- 
vement du barogyroscope. Nous savons par l'étude de cet 
appareil que l'angle P sera très faible et, dès lors, on peut 
sans erreur sensible exprimer le couple directeur dû à la 
rotation terrestre, agissant dans le plan vertical de 00', par 
Jûfi) sin X, l'équation d'équilibre du système dans ce plan 
sera dès lors : 

d^^ di 

A — + Jûo) sin X + mgl sin l3 + JQ — = o . (79) 

Equation analogue à l'équation (72) du barogyroscope, 

complétée par le terme — Jû — . 

Les équations (78) et (79) définissent le mouvement de 
l'axe du gyrocompas supposé écarté de sa position d'équi- 
libre; nous nous bornerons à les utiliser pour rechercher 
cette position d'équilibre et pour étudier les petites oscil- 
lations. 
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,, , . dS d'S dfi d'fi 

bn faisant --- = -—=—=-—= o on obtient les valeurs 

dt (iL^ dl dV 

de S et de P correspondant à la position d'équilibre: 

. . . JÛo) sin \ 

sin a. = a. = - -iiiïis- = - *£;!!i2: , (81) 

Jl2(o cos X mgl 

Dans sa position d'équilibre, Taxe du gyrocompas n'est 
pas horizontal, il fait avec l'horizon un angle P^, qui peut être 
rendu extrêmement petit en donnant une grandeur suffi- 
sante au produit mgfî, tout comme dans le cas du barogy- 
roscope. D'autre part, le plan vertical qui contient l'axe du 
gyrocompas fait un petit angle S^ avec le méridien, cela tient 
au fait que la palette P ne partage pas en deux parties égales 
le courant d'air sortant de G, puisque P^ n'est pas nul; dès 
lors une déviation S^, est nécessaire pour que le couple direc- 
teur dû à la rotation terrestre, JQco cos X sin S, soit capable 
d'équilibrer c sin P^. 

Pour étudier le mouvement de l'axe 00' supposé très peu 
écarté de sa position moyenne (SoPo)» ^^^^ simplifierons les 
équations (78) et (79) en supposant les angles S et P confon- 
dus avec leurs sinus, et leurs cosinus égaux à l'unité; de 
plus, d'après ce que nous savons du barogyroscope, nous 

d'^ 
pouvons présumer que P sera toujours très faible, —^ sera 

également très faible et le couple A -r-j pourra être négligé 

à côté des autres couples qui interviennent dans l'équa- 
tion (79) (les résultats ultérieurs justifieront pleinement 
cette hypothèse) . Les équations (78) et (79) s'écriront alors 
sous la forme simplifiée: 

d^i d& 

I —, + JQ(o 5 cos X - JQ ^+ A|3 = , (82) 

dd 
JQco sin X + JQ -T- + molli = o . (83) 

at 



( 
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Eliminons P entre ces équations, on trouve : 

I + : 1 ^:r + « ,-r + Jûû) COS là -\ ; = , 

mgljdf^ mgldt mgl 

équation du mouvement de l'axe 00' projeté sur un plan 
horizontal; c'est une équation linéaire du second ordre de la 
forme : 

d^i dd 
^^«■^*^''^^ + ^ = "' (^^^ 

tous les coefficients étant positifs, Tintégration conduira 
pour S à une loi pendulaire amortie, ou à un mouvement apé- 
riodique, suivant que h^ — 4ac sera négatif ou positif. Lorsque 

le couple amortisseur b— n'est pas très grand, ce qui est 

le cas ici, on a h^ <4ar et la loi du mouvement est de la 
forme : 

d^d^ + Ae-'^^sin^t . (86) 

Le facteur de décroissance exponentiel et la période sont 
définis par: 

_ b kJÙ _ 47r a 

^^^â'^mffll + PÙ'' ^ i/4ac - b^ ' 

on voit que ces deux quantités sont sous la dépendance des 
éléments de Tappareil, notamment de k et de L 
La position d'équilibre de part et d'autre de laquelle se 

font les oscillations est donnée par ^n = = r~ > 

^ c mgl 

c'est l'angle d'équilibre que nous connaissons déjà [formule 
(81)]. 

Le mouvement angulaire de Taxe du gyrocompas dans le 
plan vertical s'étudierait de la même manière, en éliminant S 
entre les équations (82) et (83) ; on trouverait ainsi une 
équation différentielle en P de même espèce que l'équa- 
tion (84) . 
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Plus simplement, Téquaticm approximative (83) domie: 

^ Jû(i) sin X Jû di 

^' = — -^i — ^iJf 

et en tenant compte de (86) : 

(3 = Po+ Be-^'(-/ sin^< -^cos^<) . (87) 

Le mouvement vertical se ramène à la superposition de 
deux mouvements sinusoïdaux amortis, Tun en phase avec 
le mouvement horizontal, l'autre déphasé en avance d'un 
quart de période. Sans faire de calcul, on peut dire que le 
mouvement vertical (p) sera déphasé d'une certaine fraction 
de période en avance par rapport au mouvement horizon- 
tal (8) . Ce mouvement a lieu de part et d'autre de la position 
moyenne (î^ [formule (80)]. 

En combinant les deux mouvements exprimés par les 
équations (86) et (87), on se rend compte qu'un point de 
l'axe du gyrostat décrit une spirale dont le point asympto- 
tique répond aux coordonnées 8^ et p^- 

Pour nous représenter simplement ce résultat, faisons 
pour un instant abstraction de l'amortissement, c'est-à-dire 
supposons Y = o; dans ce cas, les deux mouvements simul- 
tanés de l'^xe 00' seraient deux mouvements périodiques 
non amortis déphasés rigoureusement d'un quart de période. 
L'extrémité du vecteur û (pointe Sud) décrirait une ellipse 
très aplatie (*) dont le centre correspond aux inclinaisons P^ 
vers le haut, et ôq vers l'Ouest. Du déphasage d'un quart de 
période on conclut que l'inclinaison p aura sa valeur 
moyenne P^ lorsque S sera maximum, de même lorsque l'axe 
passera dans l'azimut moyen S^, l'inclinaison P atteindra ses 
maxima, vers le haut pendant une demi-oscillation de l'Ouest 



(*) En eflfet, calculons le rapport des deux axes qui est - = — - — , pour 

l'exemple déjà cité plus haut (n» 52). JO = 612 X 2090, ing = 6 kilos, / peut 
être évalué à 10 cm, T = 70' = 4200". D'où ron tire : 

B _ 612 X 2090 X 6,28 _ 
A ~" 6000 X 10 X 4200 ~ 
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vers l'Est et vers le bas pendant la demi-oscillation de 
retour. 

En se rappelant maintenant le fonctionnement de la tuyère 
et de la palette, on vérifie aisément que le couple de réaction 
dû au courant d'air inégalement divisé agit toujours de ma- 
nière à contrarier le mouvement horizontal d'oscillation. 

De l'étude qui précède il résulte qu'en disposant judicieu- 
sement des éléments constructifs A; et /, on peut réaliser un 
amortissement convenable des oscillations horizontales. Les 
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Figures 55 et 56. 



deux figures 55 et 56 indiquent pour un même gyrocompas 
respectivement la courbe observée des oscillations non amor- 
ties et celle des oscillations amorties au moyen du dispo- 
sitif décrit; la comparaison des deux courbes est significa- 
tive. On remarquera incidemment que la période des oscilla- 
tions horizontales est supérieure à 60 minutes, c'est une pé- 
riode très longue dont nous verrons plus loin la raison d'être. 

57. Corrections. — Le gyrocompas, bien que n'étant pas 
influencé par les variations de la répartition du magnétisme 
terrestrg, n'indique pas rigoureusement le Nord, et ses indi- 
cations doivent subir certaines corrections. 

a) Il faut en premier lieu compenser la déviation moyenne 
8^,, cela se fait simplement en déplaçant la ligne de foi de la 
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quantité voulue. Cette correction croît de l'équateur au pôle, 
elle est de faible importance (3* au plus), il suffît de la 
reprendre de 10 en 10 degrés de latitude. 

b) Une seconde correction à introduire résulte du fait que 
la vitesse propre du navire constitue, autour du centre de 
la terre, une vitesse angulaire qui se combine avec la vitesse 
angulaire du mouvement diurne et, par conséquent, le mou- 
vement d'entraînement auquel le gyrostat est sensible, est 
une rotation résultante autour d'un axe qui diffère de la ligne 
des pôles. 

L'axe 00' du gyrocompas se dirigera donc suivant le 

grand cercle passant par un point voisin du pôle et faisant 

avec le méridien réel un angle Sg q^^ ^'^^ calcule facilement 

en fonction de la vitesse V du navire, de l'angle a que fait 

sa route avec le méridien et de la latitude X, en appelant R le 

ravon de la terre: 

V sin a 

^« "^ô T ' 

R(o cos X 

Cette déviation est indépendante des éléments du gyro- 
compas, et la correction peut en être calculée une fois pour 
toutes pour différentes vitesses, pour tous les caps et toutes 
les latitudes. 

Dans le cas très défavorable d'un navire marchant à 
24 nœuds perpendiculairement au méridien, cette correc- 
tion est 1,53"* pour X = 0*' et n'atteint pas 5* pour X = 70^ 

c) L'ensemble gyrostatique est suspendu par un point 
fictif (métacentre du flotteur) qui n'est pas confondu avec 
son centre de gravité, il s'ensuit que toute modification dans 
le mouvement du navire: accélération, ralentissement, arrêt, 
gyration, provoquera une réaction d'inertie qui tendra à alté- 
rer la position d'équilibre du système. 

Supposons, pour prendre un cas défavorable, que la réac- 
tion d'inertie en question soit dirigée parallèlement à l'axe 
00' dans le plan du méridien; il en résultera pour l'équipage 
flottant un couple analogue à celui qui incline un pendule de 
Desdouits. Ce couple, désignons-le par C, qui provoquerait 
uniquement une inclinaison de l'axe du tore dans le plan ver- 
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tical, s'il ne s'agissait pas d'un gyrostat, produira ici uikî 

précession horizontale de vitesse angulaire —=-;—, qui sera 

dt Jii 

la cause d'une déviation 



(îo = 




Le calcul de cette déviation serait difficile et l'exac- 
titude du résultat en serait toujours douteuse. Néanmoins, 
on peut déduire de l'expression de 83 que cette élonga- 
tion sera d'autant moindre que le produit Jû sera plus 
grand et le couple C plus faible ; or, le couple C peut 
s'exprimer en fonction de l'accélération ] du centre de gra- 
vité C = m;Yet on peut dire que l'élongation 83 sera grosso 

modo proportionnelle à rrrr . Pour réduire l'amplitude de S,, 

il convient donc que Jû soit suffisamment gi'and et ml suffi- 
samment petit; cela revient à donner au coefficient a de 
l'équation (85-84) une valeur considérable, et conduit à 
une période T assez longue. 

Pratiquement donc, il faudra disposer des éléments con- 
structifs de manière à assurer au système une période d'os- 
cillation horizontale suffisamment longue pour que les excur- 
sions S3 soient maintenues dans des limites admissibles. L'ex- 
périence a démontré qu'une période de 70 minutes conduit 
à des élongations peu importantes, inférieures à 5"*, même 
dans le cas le plus défavorable d'un arrêt brusque du navire. 
Il convient de remarquer qu'aussitôt la période de mouve- 
ment varié passée, l'axe du gyrostat retourne à sa position 
d'équihbre. 

à) L'élongation, en quelque sorte balistique, qui vient 
d'être examinée, et qui accompagne chaque accélération à 
laquelle participe le gyrocompas, doit se produire également 
sous l'influence des mouvements normaux du navire: roulis, 
tangage, trépidations. L'expérience prouve, et la théorie 
permettait de prévoir, que ces mouvements parasites dont 
le plus lent a une période qui n'atteint pas 10 secondes sont 
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sans aucune influence sur le gyrocompas dont les oscillations 
se font en 70 minutes. 

De ce qui précède on peut conclure : 

Le gyrocompas a le grand avantage d'être absolument in 
dépendant du champ magnétique dans lequel il se trouve. 

Les corrrections à apporter à ses lectures sont simples. 

La longue période de ses oscillations horizontales donne à 
ses indications une stabilité plus grande qu'à celles d'un com- 
pas magnétique, la gouverne est plus sûre, les embardées 
sont plus rares. 

Le couple directeur est notablement plus fort que pour un 
compas magnétique (voir n** 52) , ce qui permet d'employer 
un gyrocompas étalon dont les indications sont répétées à 
distance en divers points du bâtiment par une transmission 
électrique; on peut avoir ainsi 4 ou 5 compas répétiteurs 
dépendant d'un même compas étalon que rien n'empêche 
d'abriter dans un blockhaus ou sous un pont cuirassé. 



Il 

Jî 



CHAPITRE IV 



STABILISATEURS GYEOSTATTQUES 



I. — Position du problème (*). 

58 . Considérations générales sur les 'appareils sta- 
bilisateurs ET amortisseurs. — Il existe dans de nom- 
breuses applications mécaniques des mouvements que Ton 
cherche à rendre aussi réguliers que possible en les débar- 
rassant de mouvements parasites gênants, par des dispositifs 
appropriés : régulateurs, amortisseurs, stabilisateurs, etc. 
D'autre part nous savons, par ce qui précède, qu'un gyro- 
stat possède une résistance particulière aux désorientations 
et que, plus sa rotation est rapide, plus ses propriétés spé- 
ciales sont marquées. 

Les phénomènes curieux que présentent la toupie et les 
gyroscopes, les projectiles et les disques tournants, devaient 

1 attirer l'attention des inventeurs, aussi ont-ils bientôt cher- 

ché à faire intervenir l'effet gyrostatique dans l'établisse- 

1 ment d'amortisseurs et de stabilisateurs. 



; ' (*) La notion de stabilité d*un mouvement est très difficile à définir 

d'une manière à la fois générale et précise, aussi pour les applications 
techniques ferons-nous usage d'une définition un peu particulière. Nous 
' aurons affaire à des systèmes mobiles, généralement assimilables à des 

i appareils de locomotion qui doivent suivre une certaine trajectoire et sont 

f exposés en même temps à exécuter des mouvements parasites; c'est à 

I l'égard de ces derniers seuls que ces systèmes doivent être stables. 

I Nous dirons donc qu'un système est stable s'il est capable de supporter 

j les actions perturbatrices qui agissent sur lui habituellement sans que 

j son orientation soit modifiée d'une (luantité supérieure à une limite assi- 

i gnée d'avance, et si, une désorientation s'étant produite, elle tend auto- 

matiquement à disparaître. 



— lôÔ — 

On a commencé par utiliser le gyrostat pour réduire les 
oscillations parasites des torpilles, des sous-marins, des 
navires et des aéroplanes, puis allant plus loin on a eu recours 
à ses propriétés pour établir de véritables stabilisateurs ren- 
dant possible, pour ceitains systèmes, la permanence d'un 
équilibre qui ne pouvait exister autrement sans l'interven- 
tion continue d'une action consciente, c'est le cas du mono- 
rail. 

Avant de passer à l'analyse de ces dispositifs, il convient 
de rappeler qu'un mouvement à amortir ou à stabiliser pourra 
toujours être ramené à un mouvement périodique ou à une 
superposition de mouvements périodiques ; il y a lieu encore 
de faire une distinction entre les systèmes normalement 
stables, que l'on peut assimiler à un pendule ordinaire, et les 
systèmes normaleinent instables, par exemple la bicyclette. 

Aux premiers (pendule, navire), il suffira d'un amortis- 
seur pour contenir l'amplitude des oscillations '^ntre cer- 
taines limites. 

Pour les seconds (dont le pendule renversé du sismographe 
de Wiechert fournit un exemple complet), il faut d'abord 
un véritable stabilisateur pour rendre l'équilibre stable et, 
en plus, un amortisseur. 

D'une manière générale, le système capable d'arriver à 
ces résultats devra rétablir, pendant des intervalles de temps 
successifs assez courts, l'équivalence entre le travail des 
forces perturbatrices et le travail des freins, compensa- 
teurs, etc. ; ce sera un système capable, en un mot, d'absor- 
ber ou de dépenser du travail à des instants opportuns (*) . 

Dans la réalisation, un amortisseur ou stabilisateur doit 



(*) Les considérations qui suivent fixeront les idées sur la nature des 
forces à mettre en œuvre : 

Pour stabiliser un système dans une orientation pour laquelle, normale- 
ment, il n'est pas stable, il faut exercer sur lui des forces qui tendent à 
le rappeler dans cette orientation, comme la pesanteur rappelle un pen- 
dule vers la verticale. Il faut pour cela exercer une action (force ou couple) 
fonction de Téiong-ation. 

Pour amortir un mouvement périodique, il faut mettre en œuvre des 
forces qui auront une influence sur ramplitude; il suffit pour cela d'in- 
troduire une action résistante, fonction de la vitesse. Une solution-type 
est donnée dans le cas d'un mouvement rigoureusement sinusoïdal par 
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donc comporter les organes suivants : 

1*" Un appareil sensible aux désorientations ; 
2"* Un organe capable de produire ou d'absorber de 
l'énergie mécanique; 

3"* Une chaîne d'organes de transmission établis entre ces 
deux appareils, de telle façon que le second développera à 
l'instant voulu l'énergie nécessaire pour combattre les dés- 
orientations indiquées par le premier. 

59. Utilisation de l'effet gyrostatiqîje dans les sta- 
bilisateurs ET amortisseurs. CONSIDERATIONS GÉNÉ- 
RALES SUR LEUR INSTALLATION. ACTION INDIRECTE ET 

ACTION DIRECTE. — Des Considérations précédentes, il faut 
retenir surtout qu'un stabilisateur ou un amortisseur est 
essentiellement un système susceptible de fournir ou d'absor- 
ber du travail. Or, nous savons qu'un gyrostat dispose d'une 



une action variant suivant une loi sinusoïdale de même période, maiF 
déphasée en retard par rapport aux déplacements. 

Soit le mouvement ?> = ♦ sin w ^ et le couple c = C sin («^ — à), le travail 
accompli par le couple c aux dépens de Ténergie du système sera par 
période 






(88) 



Ce travail est maximum pour ô = - , c'est-à-dire lorsque le couple est à 

r.liaque instant dirigé en sens inverse de la vitesse angulaire ; il est nul 
si ô est égal à ou à it, dans ces deux cas en effet, le couple c serait 
alternativement amortisseur et excitateur pendant les quarts de périodes 

a» 

successifs; si 8 = — le travail Ç changerait de signe, le couple c serait 

excitateur. 

Dans la pratique, pour réaliser un couple amortisseur, il faudra qu'il 
soit déphasé en retard par rapport au mouvement de à w et si possible 

TT 

de - . En général, le travail d'amortissement sera proportionnel au sinus 

du déphasage, qui intervient ici comme le facteur de puissance des cou- 
rants alternatifs. 

On peut aussi recourir à un couple amortisseur suivant une loi pério- 
dique, mais non exactement sinusoïdale ; le travail d'amortissement se 
déterminerait alors par une intégration graphique. 

Enfin, on peut produire l'amortissement en agissant par percussions 
séparées, appliquées périodiquement en sens inverse du mouvement. 
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énergie cinétique constante et il ne peut être question de le 
considérer comme une source où Ton pourra prélever Téner- 
gie nécessaire à la stabilisation ; il ne pourra intervenir que 
'omme organe sensible aux désorientations et éventuelle- 
ment comme intermédiaire dans la chaîne des organes trans- 
mettant les efforts de stabilisation. 

Cela étant, on entrevoit deux manières d'utiliser les pro- 
priétés de l'effet gyrostatique et nous pourrons ranger les 
stabilisateurs et amortisseurs utilisant cet effet en deux caté- 
gories ; les appareils à actioii iv directe et les appareils à action 
directe. 

Dans les premiers, le gyrostat jouera uniquement le rôle 
d'élément sensible aux désorientations; il agira sur le mani- 
pulateur d'un servo-moteur, il ne devra donc exercer que de 
faibles efforts, et pourra être de dimensions réduites. 

Dans les seconds, le gyrostat sensible aux désorientations 
servira en même temps d'intermédiaire entre la source 
d'énergie et le système à stabiliser, il devra transmettre inté- 
gralement les efforts de stabilisation et sera par suite beau- 
coup plus important et plus loui'd. 

Avant d'aller plus loin, il convient de répondre à une 
objection que l'on ne manquera pas de formuler: puisque 
le gyrostat sert surtout comme organe sensible. aux désorien- 
tations, un simple pendule ou un niveau liquide ne ferait-il 
pas aussi bien l'affaire? 

Nous avons déjà eu l'occasion de signaler, au n** 37, une 
cause d'infériorité des pendules et des niveaux; on en trou- 
vera une autre dans le fait que si même leurs indications 
étaient instantanées, ce qui exige que leur période soit très 
longue, leurs déviations seraient très faibles pour de faibles 
perturbations. 

S'agit-il au contraire d'un gyrostat, aussitôt désorienté, 
il réagira en manifestant, suivant son mode de liaison, un 
couple de réaction sur ses appuis ou un mouvement de pré- 
cession; il sera non seulement sensible à la désorientation, 
mais à la vitesse de celle-ci. 

Un gyrostat conviendra donc particulièrement comme élé- 



ment stabilisateur dans le cas d'un système exposé à des 
désorientations brusques. 

Qu'il s'agisse d'un gyrostat à action directe ou à action 
indirecte, il faudra toujours provoquer l'apparition de 
couples de réaction gyrostatique, et pour en tirer le meilleur 
parti possible on devra tenir compte, dans la disposition des 
éléments, des remarques suivantes qu'il est bon de formuler 
une fois pour toutes. 

a) L'axe du tore ne peut être disposé parallèlement à 
l'axe de l'oscillation qu'il s'agit de réduire ou de combattre 
— en effet, dans le cas contraire, le gyrostat ne subirait 
aucune précession et ne réagirait pas plus qu'en cas de non- 
rotation ; 

h) Il importe de donner à l'axe du tore une direction 
moyenne autant que possible normale à l'axe du mouvement 
d'oscillation à combattre — s'il n'en est pas ainsi, on peut 
décomposer le gyrostat en deux autres moins importants, 
dont l'un parallèle à l'axe d'oscillation sera sans aucune effi- 
cacité ; 

c) Lorsque l'axe du tore n'a pas une direction invariable 
dans le système, si, par exemple, il fait partie d'un équipage 
oscillant ou s'il est porté par une suspension à la cardan, il 
importe de limiter ses excursions de manière à ce qu'il ne 
puisse s'écarter de la normale à l'axe du mouvement à stabi- 
liser au delà d'un certain angle (45*" par exemple) . Faute de 
prendre cette précaution, l'axe du tore arriverait à se placer 
parallèlement à Taxe d'oscillation et le gyrostat perdrait par 
le fait toute sensibilité. 



IL — Appareils stabilisateurs a action indirecte 

60 . Dans cette catégorie d'appareils, le gyrostat joue uni- 
quement le rôle d'organe sensible aux désorientations; il ne 
doit exercer que les faibles efforts nécessaires à la commande 
d'un servo-moteur et peut donc être de petites dimensions. 
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Si les déplacements parasites à combattre ne peuvent avoir 
lieu qu'autour d'un axe déterminé, il suffira que le gyrostat 
soit porté dans un équipage à un seul degré de liberté, de 
manière à ce que son axe puisse se mouvoir dans un plan 
passant par l'axe de l'oscillation à combattre, sa position 
moyenne étant normale à ce dernier axe (*) . 

Si des déplacements angulaires parasites peuvent se pro- 
duire autour de deux axes, on établira le gyrostat de manière 
à ce que la position moyenne de son axe soit normale à la fois 
aux deux directions considérées; cela revient à établir le 
gyrostat dans une suspension à la cardan, dont les axes se 
coupent en son centre de gravité ; il conservera dès lors une 
orientation fixe dans l'espace, comme un gyroscope de Fou- 
cault ou un diabolo, et les mouvements parasites se traduiront 
par des déplacements relatifs du gyrostat par rapport au sys- 
tème qui peuvent être utilisés pour commander des servo- 
moteurs. L'inconvénient de ce mode de fonctionnement est 
que le moindre balourd, comme la plus faible résistance anor- 
male, produira une précession non prévue et enlèvera au 
gyrostat sa fixité de direction. Ce dispositif peut convenir si 
son intervention n'est pas de longue durée; dans tout autre 
cas, l'imperfection inévitable de la réalisation matérielle 
enlève au système sa précision. 

Enfin, si une désorientation accidentelle peut se produire 
autour d'un axe quelconque, on pourra utiliser deux gyro- 
stats indépendants en équilibre indifférent, ou mieux, trois 
gyrostats ayant chacun un seul plan de liberté. 

61 . Appareil Obry des torpilles Whitehead. — Pour 
assurer la stabilité de route des torpilles Whitehead on a 
recours à différents dispositifs, dont un des plus réputés, ima- 



(*} En 1874, Bessemer établit un appareil destiné à rendre insensibles 
aux passagers, les mouvements de roulis d*un paquebot. Un salon était 
suspendu à Tlntérieur de la coque; un mouvement de balancement trans- 
versal exactement opposé à celui du roulis devait lui être communiqué 
par des pistons hydrauliques. Le distributeur de reau sous pression était 
commandé par un gyrostat, dont l'installation était faite en méconnais- 
sant les principes de Teffet gyrostatique; l'entreprise aboutit à un échec 
(Enqincering, 9 octobre 1874). 
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giné par l'ingénieur autrichien Obrj', est hnsé sur l'emploi 
(l'un gyrostat. 

La progression de la torpille dans l'eau est assurée par deux 
hélices mues par un moteur à air comprimé, le réservoir à 
air comprimé à 120 atmosphères constitue la source d'éner- 
gie que l'on utilise pour la stabilisation. 

Lorsque la torpille traverse le tube de lancement, une 




Figure 57, 



gâchette est forcée de s'abaisser et permet à un puissant res- 
sort R de se débander; il entraîne la cloche dentée D qui 
provoque la mise en rotation rapide d'un volant G (fig. 57) . 
Ce volant, qui constitue le gyrostat et pèse environ 
750 grammes, peut recevoir ainsi une vitesse angulaire ini- 
tiale de 2400 toui'S ; il est porté dans une monture à la 
cardan, de manière à ce que son axe puisse prendre toutes 
les orientations par rapport à la torpille. 



— 172 — 

Pendant la durée de la mise en rotation, cet axe est main- 
tenu parallèle à Taxe longitudinal de la torpille; il est libéré 
alors que, le gyi'ostat étant déjà en rotation, la torpille se 
trouve encore dans le tube, orientée au gré du pointeur. 

L'appareil gyrostatique ne sert qu'à maintenir la torpille 
dans le plan de tir, le réglage de la trajectoire en profondeur 
est assuré par un autre appareil (*) . 

L'axe du gyrostat, une fois libéré, conservera sa direction 
dans l'espace, malgré les déviations accidentelles de la tor- 
pille ; si de telles déviations se produisent, il en résultera, par 
l'apport au corps de la torpille, un déplacement relatif de 
l'équipage gyrostatique, constitué par le gyrostat lui-même 
et les deux anneaux A^ et A^ du cardan. 

Si par exemple la torpille fait une embardée, le support 
de l'appareil gyrostatique se déplacera par rapport à celui-ci 
en entraînant l'anneau à axe vertical autour de ses tourillons ; 
cet anneau pi-ésente un ergot E auquel s'articule la tige d'un 
petit tiroir cylindrique, dont la boîte à tiroir est solidaire du 
support. Oe tiroir permet de faire communiquer le réservoir 
d'air comprimé avec l'une ou l'autre des extrémités d'un 
cylindre C dans lequel se déplace un piston qui commande 
un gouveinail de direction. 

Suivant que l'embardée a lieu vers bâbord ou vers tribord, 
le tiroir donnera l'admission de l'air comprimé sur l'une ou 
l'autre face du piston et le gouvernail produira une em- 
bardée correctrice. Si la direction d'équilibre est dépassée, 
une ouverture des lumières en sens inverse ramènera la tor- 
pille dans le cap du but. 

Remarque. L'appareil Obry doit être construit avec une 
rare précision, notamment les centres de gravité du tore et 
de l'anneau intérieur doivent coïncider rigoureusement avec 
la croisée des axes du cardan. Faute de réaliser cette con- 
dition, l'axe du tore, ou le vecteur du moment cinétique, 
ne conserverait pas son orientation horizontale, pendant la 



(*) On trouvera des descriptions assez complètes des torpilles Whitehead 
dans Enyineerina, 1898, II, p. 89, Noalha r : « Les Torpilles et les Mines 
sous-marines ». Paris (Berger-Levrault). 



— 173 — 

durée du mouvement, mais il se déplacerait d'un mouvement 
de précession lent autour de la verticale. 

D'après le mode de fonctionnement que nous venons 
d'examiner, il résulterait de ce fait que la trajectoire de la 
torpille, au lieu d'être rectiligne, serait uniformément 
déviée. 

Par exemple, avec les dimensions indiquées plus haut : 
J = 12,2 gr./g.cm*, û = 250 rad/sec, un couple de 1 gramme- 
centimètre donnerait lieu à une vitesse angulaire de préces- 

1 
sion (0= — — — — - =0,000328. 
12,2 X 250 

La durée de la course utile d'une torpille étant d'environ 
40" on aurait une déviation totale de 0,01312 rad. ou 
0,75 degré; ce qui entraîne une erreur de 0,37*" environ sur 
le pointage en direction. 

Cette propriété a été utilisée dans certains cas pour faire 
parcourir aux torpilles une trajectoire courbe prédéterminée. 

Une autre cause doit troubler plus ou moins le fonctionne- 
ment de l'appareil Obry; en effet, par suite du mode de 
fonctionnement du régulateur d'immersion, la trajectoire 
de la torpille dans le plan de tir est également sinusoïdale ; 
pendant une inclinaison verticale de la trajectoire, l'an- 
neau horizontal du ayrostat tendra à conserver son orien- 
tation, mais le frottement des tourillons peut l'entraîner 
plus ou moins et exercer sur lui un couple qui produira 
une précession du gyrostat dans le plan horizontal; ce 
qui se traduira finalement par une embardée de la torpille. 
Ce mouvement parasite ayant un caractère alternatif, sera 
sans inconvénient. 

En pratique, l'appareil Obry fournit d'excellents résul- 
tats, la trajectoire suivie par la torpille n'est pas rectiligne, 
mais plus ou moins sinusoïdale ou hélicoïdale. On estime que 
)endant la course utile de la torpille, soit environ 600 mètres, 
es écarts ne sont guère supérieurs à 0,60 m. 

62. Torpille Howell. — La torpille automobile de 
Howell est égalemeut amenée à rester dans son plan de tir, 
grâce à une combinaison mécanique originale utilisant l'effet 
gyrostatique. 
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rin volant de 140 kilos environ, dont Taxe horizontal est 
disposé transversalement à la torpille, est animé au départ 
d'un mouvement de rotation très rapide (20000 tours par 
minute environ) ; par sa force vive, il emmagasine le travail 
nécessaire à la propulsion de la torpille par deux petites 
hélices. 

Voici comment est assurée la stabilité de route: Taxe du 
volant — en même temps moteur et gyrostat — est horizon- 
tal et perpendiculaire à Taxe de la torpille, une force qui 
tendrait à faire dévier celle-ci et à l'écarter du plaii de tir 
provoquerait une précession du gyrostat autour de l'axe de 
la torpille, c'est-à-dire amorcerait un mouvement de rouHs 
de la torpille; sous l'effet de la bande produite, un pendule 
actionne un gouvernail vertical qui produit une embardée 
correctrice, et en même temps un couple de réaction gyro- 
statique ramène la torpille dans son assiette normale. 

63. Commande gyrostatique des stabilisateurs 
d'aéroplanes. — L'idée de recourir aux propriétés du gyro- 
stat pour conserver un repère fixe en direction à bord d'un 
aéroplane doit être attribuée à Hiram Maxim. En 1889, ce 
remarquable ingénieur munit son grand aéroplane d'un pen- 
dule gyrostatique qui devait rester vertical lorsque l'appa- 
reil s'inclinerait, par ses déplacements relatifs, dans le plan 
longitudinal; il commandait la distribution d'un cylindre à 
vapeur dont le piston agissait, dans le sens convenable, sur 
deux gouvernails de profondeur. Une disposition analogue 
à celle des moteurs asservis ramenait automatiquement le 
tiroir distributeur à sa position moyenne pendant que les 
gouvernails entraient en action (*) . Fn accident malencon- 
treux mit une fin prématurée aux expériences de Maxim. 

Tout récemment, Regnard (92) inventa et construisit un 
appareil du même genre, représenté schématiquement par 
la figure 58. 

Un gyrostat, dont le mouvement est entretenu par un petit 
électromoteur, est suspendu à la cardan, de manière à lui 



(*) HnuM s. Maxim, Le vol îiaturel et le vol artificiel, Paris 1909, p. 124. 
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assurer une indépendance complète en direction par rapport 
à ses supports solidaires de la charpente de T aéroplane. 

L'axe du gyrostat est vertical, son équipage se termine 
inférieurement par un bouton convexe B ; si l'aéroplane s'in- 
cline, le bouton viendra appuyer sur l'un des contacts c^ c\ 
Cj c'2, formés de deux lames élastiques conductrices super- 
posées et pouvant fermer un circuit utilisable pour la com- 
mande des organes stabilisateurs de l'aéroplane. 

Dans le modèle établi par Regnard, les mouvements des 








Figure 58. 

organes de stabilisation latérale (ailerons latéraux) et des 
organes de stabilisation longitudinale (ailerons postérieurs) 
sont assurés par des câbles souples conduits par des pistons 
en fer doux plongés dans des solénoïdes, tels que SS'. Les 
circuits correspondant à c^ et c'^ agissent, par exemple, pour 
compenser les déviations en profondeur ; les contacts c^ et c\ 
commandent les solénoïdes de la stabilisation transversale. 
Des dispositifs de réglage permettent de faire varier les 
limites d'intervention du gyrostat. 

La remarque que nous avons faite à propos de la torpille 
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Whitehead est encore applicable ici. Supposons que le centre 
de gravité du gyrostat ne se trouve pas rigoureusement à la 
croisée des axes du cardan, nous savons que dans ces con- 
ditions, Taxe, au lieu de rester absolument vertical, décrira 
un cône de précession autour de la verticale vraie. « L'in- 
stinct artificiel de Taéroplane », comme son inventeur l'a 
pittoresquement dénommé, pourrait donc être faussé; les 
erreurs à craindiH^ sur la direction de la verticale sont cepen- 
dant incomparablement moins grandes que les erreurs en 
direction que causerait un balourd de même importance sur 
un appareil Obrv dont l'axe est horizontal. Les déviations 
seraient du même ordre de grandeur que celles que décèlent 
les longues inflexions du trace-roulis de Frahm (n** 38). 



in. — Appareils stabilisateurs a action directe. 

64 . Dans les appareils de cette classe, le gyrostat, qui est 
toujours l'élément sensible aux désorientations, transmet 
intégralement les efforts de stabilisation. Cette définition con- 
duit au processus de fonctionnement suivant: 

Le système transmet toutes les perturbations de sa marche 
au gyrostat, qui participe ainsi à des précessions forcées; il 
en résulte des couples de réaction qui, à leur tour, pro- 
voquent des mouvements angulaires dans nn plan normal à 
celui de la perturbation. Une source d'énergie appropriée 
modifie ces mouvements de précession de telle manière qu'ils 
produisent finalement les couples de réaction gyrostatique 
nécessaires pour combattre l'action perturbatrice. 

L'étude des appareils fonctionnant suivant ce schéma sera 
facilitée par l'étude préalable des réactions d'un équipage 
gyrostatique sur un système à mouvement pendulaire dans 
différentes hypothèses de liaison ou de sollicitation. 

Pour tenir compte de la remarque du n° 59, il convient 
de se limiter au cas où l'axe du gyrostat s'écarte peu de sa 
position moyenne perpendiculaire à l'axe d'oscillation du 
système; dès lors, nous pouvons nous borner à étudier les 
mouvements d'un pendule composé, comportant un gyrostat 
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monté comme Tindiquent les figures 59 à 64. Nous sommes 
amenés ainsi à énoncer les théorèmes suivants : 

65 . Thkorkme I. — Un gyrostat entraîné dans un mouve- 
ment pendulaire est sans effet sur le mouvement si la position 
de son axe est hivariable par rapport au système. 

Considérons le pendule représenté par l'une des deux 
figures 59 et 61, un gyrostat est monté dans un anneau A 
qui peut normalement osciller autour de VV. 

Nous supposons les vis V serrées de manière à empêcher 
le balancement de Tanneau A, l'axe du tore se trouve ainsi 
astreint à rester noimal à l'axe de suspension 0. 

Nous admettrons de plus que l'axe de suspension soit inva- 
riable, c'est-à-dire, par exemple, que le couteau soit 
engagé dans une rainure du support fixe S. 

Soit P le poids du pendule complet, I son moment d'inertie 
par rapport à et L la distance de son centre de gravité à 
l'axe de suspension ; pour les petites oscillations du pendule, 
nous aurons l'équation 

-I^-PLt=o, (89) 

qui conduit aux résultats connus 

<f = ^sin^t, T = 2iry^. (90, 

Pendant ces oscillations, le gyrostat participant au mouve- 
ment du pendule développe à chaque instant un couple 

dont l'axe est dirii^é dans l'alignement de VV. A cause de la 
rigidité des matériaux, et de l'invariabilité de l'axe du cou- 
teau, ce couple a pour seul effet de provoquer des efforts 
in^^érieurs au système et n'influence pas son mouvement. 

11 en serait de même, quelle que soit la position de Taxe 
du gyrostat par rapport au système. 

66 . Thkorème il — Un gyrostat entraîné dans un mouve- 
ment pervdxdaire peut introduire un couple stahïlisateur si 
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non axe n'orcupe pas une position im-ariahle par rapport 
au système, c'est-à-dire si le qyrostat veut exécuter des 
mouvements de précession. 

Supposons que dans le système représenté par lo figure 59, 
les vis V ne soient pas serrées, ce qui permet au gyrostat 
monté dans l'îmneau A de tourner, ou d'osciller, autour 
de VV. 

Nous pourrons définir à chaque instant la situation du sys- 
tème par l'angle ç de l'ensemble pendulaire avec la verticale 




Figure 



FJKure fO. 



Figure 61. 



Figure 62. 



et par l'angle <\i que fait l'axe du tore avec le plan d'oscilla- 
tion du pendule, ou, en d'autres termes, l'angle que fait l'an- 
neau A avec le radre B. Nous admettrons que la rotation du 
tore a lien dans le sens indiqué, et cette rotation sera consi- 
dérée comme positive. La figure 60 résume ces conventions. 
Le mouvement du système pendulaire autour de 0, agira 
sur le gyrostat comme une précession forcée de vitesse angu- 

do ''" 

laire ~ cos <h, et fera naître un counleCy = 

ai 

tendra à incliner l'anneau A par rapport au cadre B ; la règle 
des trois doigts indique dans quel sens aura lieu le mouve- 
ment. 

d^ 



— 179 — 

à son tour un couple de réaction gyrostatique JQ — dont le 

vecteur représentatif sera normal à la fois à JQ et à -7" > il 

at 

sera donc contenu dans le plan d'oscillation de l'anneau A. 

On pourra décomposer ce couple en deux autres 

d^ d'if 

C, = Jû -^jsm ^ et C,= Jû t" cos ^|/ , 
at at 

le premier sera neutralisé à chaque instant par la fixité de 
l'arête du couteau 0, le second C^ interviendra pour modi- 
fier le mouvement du système pendulaire autour de son axe 
d'oscillation 0. 

Si l'on considère le dispositif représenté par la figure 61, 
où l'anneau A est libre d'osciller dans un plan horizontal, 
on constate sans peine que les conditions de soUicitation sont 
exactement les mêmes. 

L'équation du mouvement du système pendulaire autour 
de peut dès lors s'écrire (aussi bien pour la figure 61 que 
pour la figure 59) : 

cP(p dût 

- I -7^ - PL sin f + Jû — cos ^ = , 
dt^ dt 

Le signe attribué au terme PL sin ç suppose la quantité L 
comptée positivement de vers G, le centre de gravité G 
étant en dessous de 0. En d'autres termes, nous admettrons 
que L est une quantité positive ou négative, suivant que le 
système pendulaire considéré est normalement stable ou nor- 
malement instable. 

L'angle ^ qui intervient dans l'équation précédente sera 
déterminé par la loi du mouvement de l'équipage gyrosta- 
tique (ensemble du gyrostat et de l'anneau A) autour de W. 
Si nous désignons par A le moment d'inertie de l'équipage 
par rapport à VV, cette loi sera donnée par 

d^d/ rf© 

- A ^77 — Jû "t; cos tL = . 
dt dt 

Cette dernière relation suppose implicitement que le centre 
de gravité de l'équipage se trouve sur Taxe W. 
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En nous limitant aux petites oscillations poui' ç, nous pou- 
vons remplacer le sinus par l'arc dans les équations précé- 
dentes. Quant à l'angle J^, nous ne savons pas à priori si les 
valeurs qu'il prendra seront faibles en même temps que celles 
de ç, mais il importe que cet angle ne prenne pas une valeur 
trop grande (voir n** 59, remarque c) ; nous ne devrons donc 
admettre que les solutions donnant pour ^ une valeur limitée. 
Dans ces conditions, nous pouvons sans grande erreur sim- 
plifier les calculs ultérieurs en remplaçant cos ^ par une 
valeur moyenne k (*) ; cela revient à considérer cos ^ comme 
un coefficient légèrement variable. 

Les deux équations écrites plus haut deviennent dès lors: 

I-^-PL,-*»^-». (91) 

Eliminons <j; entre ces deux équations, il vient 

En éliminant ç de la même manière, on obtient une équa- 
tion en ^ identique, mais avec second membre. 

Ce sont deux équations linéaires du troisième ordre qui 
conduisent aux intégrales générales 

f = Kl e^^^ + Kj e^^^ + K, e^^ , 

'I = K'i e^^^ + K\ e^^^ -}- K'3 e^'^^ + K^ . 

.Tj x^ x^ sont les racines de la même équation auxiliaire 

ik" J'i2* PL\ 

Si le coefficient de a; est positif — nous verrons plus loin 



(*) Dans les applications, on limitera généralement ^ à 45** environ de 
part et d*autre de sa position moyenne, de sorte que cos + restera compris 
entre 1 et 0,707; le coefficient k sera donc voisin de 0.85. 
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dans quels cas cela a lieu — cette équation admet une racine 
nulle et deux racines imaginaires pures 



^iî* PL 



V AI 



Dans ces conditions, les deux intégrales générales peuvent 
s'écrire sous la forme trigonométrique 

<p = B, + BaSin (at + h) 

^p = D^ + D2sin (at + d) . 

Les constantes B^B^b sont déterminées par les conditions 
initiales, les trois autres, T>J)^d sont fonction des premières ; 
les relations qui lient ces constantes s'obtiennent en intro- 
duisant la valeur de ^ dans l'équation (92), on trouve alors 
après intégration 

A / TT 

cp = Bi + 7—- Dj à^ sinlat + d + - 
/& Jii \ z 

d'oii l'on tire 

^ ^ k JQ .,71 

L'ensemble du système exécutera donc des oscillations 
pendulaires non amorties, tandis que l'équipage gyrostatique 
exécutera des oscillations de même période et déphasées de 
un quart de période en retard par rapport aux oscillations <p. 

Ces conclusions ne s'appliquent que si le coefficient de x 
dans l'équation (93) est positif: 

Dans le cas d'un pendule normalement stable L>0, il en 
sera toujours ainsi . 

Dans le cas d'un pendule normalement instable L<0, il 
en sera de même, à condition que l'on ait : 

c'est la condition qui permet au pendule instable d'exé- 
cuter des oscillations à période réelle. 

Ce dernier résultat — qui démontre le théorème — est le 
plus intéressant à retenir ; un pendule primitivement instable 
peut donc être rendu stable par la présence du gyrostat, à 
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condition que le moment cinétique de ce dernier dépasse une 
certaine limite. Ce fait est à rapprocher de la stabilité de la 
toupie dormante (n** 35) . 

Remarque. La stabilisation d'un pendule instable est donc 
possible si le mouvement de précession ^ peut se produire. 
Au lieu de supposer que l'équipage gyrostatique oscille 
autour de VV, on peut aussi bien imaginer que, dans le dis 



iWIW^gj^ 
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Figure 63. 



Figure 64. 



positif de la figure 61, la vis V soit serrée à fond, de manière 
à empêcher tout balancement de l'anneau A, mais que le 
couteau 0, au lieu d'être maintenu dans une rainure du 
support S, soit appliqué sur un plan parfaitement poli. 

Dans ces conditions, le mouvement de l'axe du gyrostat 
se ramène à la superposition de deux oscillations ç et ^p ana- 
logues aux deux composantes des mouvements de nutation 
étudiés antérieurement: l'état de soUicitation du svstème 

^ ma 

serait, d'ailleurs, très peu différent de celui d'une toupie. • 
Le jouet appelé pied équilibriste de Gervat (fig. 62) four- 
nit une application directe de cette remarque. Un tore à axe 
horizontal est porté dans un support en fil de fer reposant 
sur la surface horizontale d'une table par un appendice 
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formé d^urie simple arête CD perpendiculaire à Taxe AU 
du tore. Si la toupie ne tourne pas, Tappareil est instable; 
mais si elle est animée d'une rotation suffisamment grande, 
le système reste en équilibre. En réalité, le pied exécute des 
vibrations très rapides autour de CD, ce qui correspond au 
mouvement 9, en même temps que la ligne d'appui CD exé- 
cute des oscillations correspondant au mouvement ^. Ces 
dernières vibrations sont très faibles ; mais si on les empêche 
de se produire, par exemple en plaçant la base CD dans une 
fente de la table, la stabilité due à la rotation disparaît et 
l'appareil se renverse. 

Cette propriété du gyrostat a été démontrée par lord Kelvin 
qui l'a admirablement mise en évidence par une série d'ex- 
périences faites au moyen de ses gyrostats de démonstra- 
tion. Il a notamment attiré l'attention sur le fait extrême- 
ment important qu'un gyrostat stable, en ce sens que son 
orientation reste sensiblement constante, peut perdre sa sta- 
bilité lorsqu'on lui impose de nouvelles liaisons (*) . 

67 • Théorème III. — Un gyrostat entraîné dans un mou- 
vement pendulaire peut exercer un effet stabilisateur, si 
l'équipage gyrostatique , libre d'exécuter des mouvements 
de précession y constitue lui-même un pendule composé. 

Suivant que le système pendulaire est normalement stable 
ou instable, V équipage gyrostatique devra être également 
stable ou instable. 

Considérons le dispositif représenté par la figure 63, l'an- 
neau A, établi comme dans le cas de la figure 59, est com- 
plété par un balourd placé en C ou en C, en dessous ou au- 
dessus de l'axe VV, de manière à rendre l'équipage gyro- 
statique stable ou instable. Dans le dispositif de la figure 64, 
qui correspond à celui de la figure 61, on peut imaginer un 
ressort agissant à l'extrémité d'une manivelle calée sur 
l'axe VV; suivant que le ressort est établi en E ou en R', la 
position moyenne de l'équipage est stable ou instable. 

Dans l'un et l'autre cas, l'équipage gyrostatique est bien 



(•) Thomson et Tait {se), t. I, p. 397. 
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sollicité comme un pendule composé, par un couple propor- 
tionnel à l'angle ^; nous le représentons par c^, le coeffi- 
cient c étant une quantité positive ou négative, suivant que 
l'équipage est stable ou instable. 

L'équation d'équilibre de l'équipage s'obtiendra en ajou- 
tant le terme ciL» à l'équation (92) du théorème précédent. 

A^ + c+ + *j4^-0. (94) 

Quant à l'équation du mouvement de l'ensemble du sys- 
tème pendulaire, elle reste identique à l'équation (91) 

rf'qp dit 

la quantité L est, comme antérieurement, positive ou néga- 
tive, suivant que le pendule est normalement stable ou 
instable. 

Les équations (94) et (95) sont les équations des petites 
oscillations correspondant à deux mouvements pendulaires 
entretenus, le couple d'entretien de chacun de ces mouve- 
ments étant fonction de l'autre mouvement. 

Eliminons ^ entre ces deux équations, en dérivant une fois 
la première et deux fois la seconde, il vient: 

En éliminant ç de la même manière entre les mêmes équa- 
tions, on obtiendrait une équation identique à l'équa- 
tion (96), mais en <\i. La même intégrale générale sera 
valable pour ces deux équations, aux constantes près, et l'on 
pourra écrire 

<P = K, «^«'i -h K. e^* -I- K, e»^ -h K. e'-* , ) 

^ = K'i e»'. + K', e^* + K'3 e'^ +K',e^* . \ ' 

Xy x„ x^ x^ sont les racines de la même équation auxiliaire 

^ //«PU* PL c\ , PLc 
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équation bicarrée qui conduit à 



œ 
avec 



-V-I^V^.' 



k^ny' PL c ^ PLc 

Pour que les mouvements ç et 4* soient des mouvements 
limités n'entraînant pas le chavirement du système, il im- 
porte que les expressions de <p et de 4* ne renferment que des 
fonctions décroissantes; il faut pour cela que l'équation 
caractéristique (98) n'admette aucune racine réelle positive 
ni aucune racine complexe à partie réelle positive. 

Discussion: 

Sillet c sont de signes contraires: q sera toujours négatif, 
p sera positif ou négatif, généralement positif à cause de la 
valeur élevée de Û ; en tout cas, on aura deux racines ima- 
ginaires pures et deux racines réelles, dont une positive. Le 
mouvement du système se ramènera à la superposition d'un 
mouvement pendulaire non amorti et de deux mouvements 
apériodiques, l'un tendant rapidement vers zéro, tandis que 
l'autre, indéfiniment croissant, correspond à un chavire- 
ment. 

Sih et c sont du même signe: s'ils sont positifs, p et q 
seront positifs et l'équation admettra quatre racines pure- 
ment imaginaires. Si L et c sont simultanément négatifs, 
q sera toujours positif et p le sera également, si JQ dépasse 
une certaine valeur définie par: 

dans ce cas, l'équation admettra également quatre racines 
imaginaires pures; si la dernière inégalité n'était pas satis- 
faite, il pourrait y avoir quatre racines réelles, dont une au 
moins positive. 

Le cas intéressant est donc celui oîi les quatre racines sont 
des imaginaires pures, désignons-les par 

+ a^i — a^i + a^i — a^i . 

On sait que dans ces conditions les intégrales (97) peuvent 
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être mises sous forme trigonométrique, la première devient 
alors 

(p = B, sin (a,t+6J+B,sin(a,t + 6J, (97') 

elle exprime que le mouvement du système pendulaire se 
ramène à la superposition de deux mouvements périodiques 
non amortis ayant pour périodes 



Ces deux périodes sont d'autant plus différentes que — sera 

plus grand comparativement à g, c'est-à-dire plus Jû sera 
important. 

Le mouvement de l'équipage gyrostatique obéira à une 
loi analogue 

<j^ = Di sin {a^t + d^) + Dg sin {a^t + d^) . 

Les quatre constantes sont liées à celles qui interviennent 
dans l'équation du mouvement ç; on obtient les relations 

d^'p 
entre ces constantes en introduisant les valeurs de © et de —p 

dt 

tirées de (97') dans l'équation (95), on trouve alors après 

intégration 

„ /rL-i<i,'\ . / , . A „ 

^ «' i^Ijô^) ^"' ("'' + *' - i) + D' • 

la constante d'intégration D3 doit être égale à zéro pour 
que la valeur de \ puisse satisfaire l'équation (94). 

Cette dernière expression indique que la loi du mouve- 
ment de l'équipage gyrostatique consiste en la superposition 
de deux balancements de mêmes périodes que les oscilla- 

tions <p, mais d'amplitudes différentes et déphasées de - , 

ou un quart de période, en retard par rapport à celles-ci. 
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(Jes conclusions ne s'appliquent que si les quatre racines 
de réquation auxiliaire sont imaginaires; nous avons vu plus 
haut que cela aura toujours lieu lorsque L et c sont positifs : 
système stable et équipage stable ; et que cela pourra avoir 
lieu si L et c sont négatifs: système instable et équipage 
instable, à condition que le moment cinétique du gyrostat 
soit suffisant. Le théorème se trouve donc démontré. 

Corollaire. — L'effet stabilisateur d'un équipage gyro- 
statique sollicité comme un pendule ne serait effectif qu'en 
Vabsence de frottement, — En effet, dans la démonstration 
du théorème précédent on n'a pas tenu compte des frotte- 
ments et sa conclusion est purement théorique. 

l^es oscillations du pendule stable que la théorie donne 
comme non amorties, sont peu à peu réduites en amplitude 
par les frottements. De même, les mouvements périodiques 
non amortis que la théorie annonce pour le pendule nor- 
malement instable, seront altérés par les résistances passives 
et leurs amplitudes iront en croissant peu à peu. 

Le dispositif précédent ne serait donc pas suffisant pour 
stabiliser un pendule instable d'une manière permanente. 

Pour le démontrer analytiquement, multiplions Téqua- 

d^ . d(f 

tion (94) par — et l'équation (95) par — , en les addi- 
tionnant il vient 

Cette équation exprime que la variation par unité de 
temps de l'énergie tant potentielle que cinétique de l'en- 
semble du système et du gyrostat est nulle. C'est-à-dire qu'il 
y a entre le système et l'équipage gyrostatique un continuel 
échange d'énergie sans autre résultat. 

68. Théorème IV. — Un gyrostat entraîné dans un mou- 
vement pendulaire peut exercer un effet à la fois stabilisa- 
teur et amortisseur, s'il est libre d'exécuter des mouve- 
ments de précession et si ces mouvements de précession sont 
amortis on excités par une source d'énergie extérieure. 
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Suivant que le système est normalement stable ou in- 
stable, les oscillations de précession der)roni être amorties 
ou excitées, 

Eeprenons le système considéré pour démontrer le théo- 
rème précédent et complétons Tétat de sollicitation de 
l'équipage gyrostatique par l'introduction d'un couple pro- 
portionnel à sa vitesse angulaire d'oscillation, nous le repré- 

dff 

senterons par c" — , c" étant une quantité positive ou néga- 

at 

tive, suivant que le couple agit en sens inverse de la vitesse 
(frein ou amortisseur) ou dans le sens même de la vitesse 
(excitateur) . 

Imaginons de même que le mouvement du système pen- 
dulaire soit altéré par un couple dû aux résistances pas- 

d^ r 
sives c' -7- , c étant une quantité positive. 

at 

Les équations (95) et (94) du cas précédent doivent être 
complétées par ces deux termes et deviennent 

.g.4j.PL,-.,ûl;.«. (100, 

Nous ne rappelons pas la signification de L et de c, qui 
peuvent être, suivant les cas, des quantités positives ou 
négatives. 

L'élimination de ^ entre les équations (100) et (101) 
conduit à : 

dt^'^dt^yi'^ A/'^dt^y AI "*" A"^ I "*■ AI/ 

df/&TL + &c\ cPL (102) 

+ ^1 TT 1 + -77-9 = 



) 



dt\ AI /AI 

L* élimination de <p conduit à une équation identique en ip. 
Les mouvements ç et 4* sont dès lors définis par des équa- 
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tions différentielles linéaires complètes du quatrième ordre 
admettant la même équation auxiliaire de la forme 

a^ + pcc^ + qx^ + ra} + s = . (103) 

/c' c"\ /k^PQ' c PL c'c"\ 

PL c" + cc' PL g 

""" AI • ■"" AI • 

Si C€^tte dernière équation admet des racines réelles posi- 
tives, lés intégrales générales des équations (102) (dont 
une seule a été écrite) comprendront des termes de la 
forme Be*' indéfiniment croissants avec le temps, ce qui cor- 
respond à un chavirement apériodique ; de même si Téqua- 
tion (103) admettait des racines complexes à partie réelle 
positive, on aurait un mouvement périodique d'amplitude 
indéfiniment croissante. 

Il faut donc disposer des éléments constructifs de manière 
à ce que Téquation (103) n'admette ni racine positive, ni 
racine complexe à partie réelle positive. Cela aura lieu si 
tous les coefficients de l'équation sont positifs et les condi- 
tions à remplir pour atteindre ce résultat s'obtiennent facile- 
ment. 

V Systèvie stable: L positif, pour que le dernier terme de 
l'équation (103) soit positif, il faudra tout d'abord que c 
soit également positif, c'est-à-dire que l'équipage gyrosta- 
tique devra être stable comme le système lui-même (con- 
clusion déjà fournie par le théorème III). Les autres coeffi- 
cients seront positifs si c' et c" sont simultanément positifs, 
c' est positif dans le cas de résistances passives, c" devra 
être positif, c'est-à-dire que les mouvements de Véquipafje 
gyrostatique devront être amortis par un organe tel qu'un 
frein. 

2° Systèvie instable: L négatif, il faudra que c soit néga- 
tif pour rendre positif le dernier terme de l'équation (103), 
le gyrostat devra donc être instable en même temps que le 
système lui-même (conclusion déjà exprimée par le théo- 
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rème III). Pour rendre les autres coefficients de (103) 
positifs, L et c étant négatifs, il faudra que c' et c" soient 
de signes contraires, et comme c' est positif, c" devra être 
négatif, ce qui signifie que les mouvements de Véquipage 
gyrostatique devront être accélérés ou excités par un organe 
approprié. 

Il faudra de plus satisfaire ^'inégalité: 

k' J'OJ c PL c'(?" 
AI ^ A ^ I ^ Al • 

cette condition, qui implique une limite inférieure pour le 
moment cinétique, correspond aux conditions analogues 
trouvées au cours des démonstrations des théorèmes II et III. 
Il faut enfin satisfaire aux conditions : 



PLc" ^ c'c 



c' c" 
I^ A 


et 


qui peuvent s'écrire 




I 

A 


c' PL 


cela implique 





c_ PL 
A^ I ' 

cette dernière inéîîalité définit une limite inférieure pour la 

/Â 

période d'oscillation propre <=2Trl/— de l'équipage gyro- 
statique. 

On peut donc dans les deux cas du système stable et du 
svstème instable choisir les éléments constructifs de ma- 
niore que l'équation (103) n'admette ni racine réelle posi- 
tive, ni racine complexe à partie réelle positive. 

L'étude détaillée des racines, qui serait extrêmement 
laborieuse, permettrait dans chaque cas de se faire une 
idée complète du mouvement. Nous pouvons nous borner 
à dire, d'une manière générale, et cela démontre le théo- 
rème, que les racines étant réelles négatives, complexes à 
partie réelle négative, ou à la fois de ces deux espèces, le 
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mouvement du système, écarté de sa position d'équilibre, 
pourra se ramener à des mouvements apériodiques décrois- 
sants, à des mouvements périodiques décroissants ou à une 
combinaison de ces deux genres de mouvements. 

69. Corollaire. — Le travail de stabilisatioii et d^ amor- 
tissement dans le cas de la solution 'précédente est fourni 

intégralement par les couples & — et c" — . 

Pour évaluer le travail foui^ni ou absorbé par ces deux 
couples, reprenons les équations (100) et (101), multi- 
plions la première par — , la seconde par — , en les addi- 
tionnant, il vient : 

Le premier membre de cette égalité exprime la variation 
par unité de temps de l'énergie, tant potentielle que ciné- 
tique, du système et du gyrostat ; les deux termes du second 
membre représentent les quantités de travail absorbées par 

les couples c' -^ et c" — . 

dt dt 

Ce résultat resterait entier si les couples proportionnels 
aux vitesses angulaires étaient remplacés par des couples 
de même sens, mais de grandeur constante, ou variable 
suivant une loi différente. 

L'ensemble des deux termes du second membre repré- 
sente, en somme, le taux suivant lequel l'énergie du svs- 
tème se dissipe ; ils correspondent à des forces dissipatrices ; 

au contraire, les couples gyrostatiques : kjQ ^ , qui entre- 

d^ 
tient la précession du gyrostat, et fcJÛ — , dont l'influence 

est si grande sur le mouvement du système, ont disparu de 
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l'équation ; ils donnent lieu à de continuels échanges d'éner- 
gie sans en dépenser aucune quantité, ils correspondent à 
des forces conservatrices (*) . 

Applications : 

70 . Amortisseur de roulis du D' Otto Schlick. — 
Un navire soumis au roulis se trouve dans les conditions 
d'un pendule ordinaire normaleraent stable, dont le mou- 
vement oscillatoire serait entretenu par des couples pério- 



■ii 



b^"'^* 




Figure 65. 



diques ; dans l'espèce, les 
passage de la houle sous le 

L'appareil du D' Schlick 
(fig. 05), dont la position 
et qui peut osciller dans le 
tour des tourillons T et T'. 
page oscillant est établi en 
convenablement réglée. 

Lorsque le navire roule, 



couples transversaux dus au 
navire. 

{70) consiste en un gyrostat G 
movenne de l'axe est verticale 
plan longitudinal du navire au- 
Le centre de gravité de l'équi- 
dessous de TT' à une distance 

le couple de réaction gyrosta- 



(*) Les forces conservatrices d'énergie dépendent d'un potentiel, leur 
intervention n'est accompaprnée d'aucune dissipation d'énergrie. On voit 
que les réactions d'inertie dues à reffet pryrostatique jouissent de la même 
propriété. C'est ce qui justifie l'expression « gyroscopic term » choisie par 
lord Kelvin pour désigner une propriété plus générale que reffet gyro- 
fttatique [Thomson et Tait [se], t. 1°', p. 393]. 
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tique qui se développe provoque roscillation de l'équipage, 
reproduisant exactement les conditions envisagées au n** 67 
(théorème III) . 

Pour que l'appareil soit réellement amortisseur, il faut 
le compléter, comme l'indique le théorème IV, par un 
frein F exerçant autour de l'axe TT' un couple qui amortit 
le balancement longitudinal. Enfin, ce mouvement de ba- 
lancement est limité à 45*" environ de part et d'autre de la 
position moyenne, par des buttoirs; ces derniers ne sont 
pas représentés sur la figure 65. 

Le mouvement du navire muni de l'amortisseur de roulis 
peut s'étudier au moyen d'équations qui ne diffèrent guère 
des équations (100) et (101) du n"" 68, mais sans écrire 
aucune équation on peut se représenter le fonctionnement 
du système, d'une manière assez complète, par la démon- 
stration élémentaire Que voici : 

Eeprésentons par une courbe à allure sinusoïdale I, les 
inclinaisons ç du navire en fonction du temps, les vitesses 
angulaires correspondantes seront représentées par la sinu- 
soïde II (fig. 66) . 

La courbe II fournit directement, par un changement 
d'échelle et de signe, une courbe III représentant le couple 

de réaction gyrostatique C„ = — fcJÛ— , qui agit dans le 

plan longitudinal du navire et entretient les oscillations de 
l'équipage (*). 

Représentons également par les sinusoïdes IV et V les 

accélérations — et les vitesses angulaires — de l'équi- 
page ; en supposant que celui-ci oscille librement autour 
de TT', la courbe IV se déduira de la courbe III par un 
simple changement d'échelle. 

Enfin, nous pouvons former une courbe VI, identique à 
l'échelle près à la courbe V, qui représentera en fonction 



(*) Nous n'insistons plus sur Torigine des différents couples Cx, Çy, ni 
sur la signification du coefficient k, ces points ont été exposés en détail 
au n*» 66. 
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du temps les valeurs du couple de réaction gyrostatique 

C^ = kJQ — agissant transversalement sur le navire. 

En considérant simultanément les courbes I et VI, on 
• voit que le couple C, est déphasé de ir en retard par rapport 




Figures 66 et 67. 

au mouvement ç ; il sera alternativement amortisseur et exci- 
tateur (voir n"* 58, note) ; le gyrostat participera à de con- 
tinuels échanges d'énergie, mais ne réduira pas le roulis. 
Pour que le couple C^ exerce réellement un effet amor- 
tisseur et absorbe du travail aux dépens de l'énergie du 
roulis, il faudrait que la courbe VI représentant C^ fût recu- 
lée vers la gauche, de manière à être déphasée par rapport 

à T d'une fraction de période 8 voisine de - . Ce résultat 

2 

s'obtient en utilisant un frein qui amortit les oscillations ^ 

de l'équipage. 

En effet, considérons la figure 67 qui contient les mêmes 
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f:ourbes I, II, III que la figure 66 et en plus une courbe III' 
représentant un couple résistant U/ = — c -r (); la 

courbe IV représentant 3-; se déduit ici de la courbe III", 

sonune géométrique des deux sinusoïdes III et III' corres- 
pondant respectivement à C„ et à C/ . 

On se trouve maintenant conduit à une courbe VI con- 
venablement déphasée en retard par rapport à I, ce qui 
prouve que le couple C^. sera effectivement amortisseur. 

On remarquera que le travail^d'amortissement, fonction 
de sin 8 (voir n° 58, note), dépend essentiellement du frein; 
si au lieu d'un frein on avait un accélérateur fournissant 

„n coupla C, = + «4* , le r6uUs serait au contraire conti- 

at 

nuellement excité. 

71. Equations du roulis. — Etude quantitative du sys- 
tème. — Supposons un bateau incliné transversalement, 
la poussée hydrostatique le fera retourner à sa position 
droite, l'inertie lui fera dépasser cette position et ainsi 
s'amorcera une série d'oscillations qui constituent le roulis 
libre du navire en eau calme ; l'équation différentielle de 
ce mouvement est : 

_I__P(r_«)smcp-c^=o. 

équation analogue à celle du mouvement d'un pendule com- 
posé : I est le moment d'inertie du navire autour de son axe 
longitudinal, P son poids, (r— a) la hauteur métacentrique 
(qui correspond à la longueur du pendule composé), 
P (r — a) sin ç est le moment de redressement dû à la pous- 

sée hydrostatique et — ^ -V ^^ moment résistant que le 

at 



( ) Un tel couple, proportionnel à la vitesse angulaire — - , pourrait être 

at 

produit par un frein électromagnétique. 
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frottement de l'eau oppose au roulis et que l'on suppose 
proportionnel à la vitesse angulaire. 

Si le navire est muni d'un appareil Schlick, il y a lieu de 

faire intervenir le couple déjà défini plus haut Ca. = fcJÛ — 

u i> 

dans l'équation précédente qui devient 

at^ ^ ' ' dt dt 

On déterminera ^ au moyen d'une seconde équation dif- 
férentielle relative au mouvement de l'équipage gyrosta- 
tique 

A est le moment d'inertie de l'équipage gyrostatique par 
rapport à TT', p son poids et l la distance de son centre de 

di^ 

gravité en dessous de TT', — c" — est le moment résistant 

dt 

du frein. 

L'intégration de ces deux équations, qui ne diffèrent pas 
des équations (101) et (103) du n** 68, conduirait à une 
expression complète de la loi du mouvement, tant pour le 
navire que pour le gyrostat. 

Ce calcul a été fait d'une manière très complète par 
M. Fôppl {73) dans le cas de petites oscillations ç et J^ et 
en faisant abstraction de la résistance de l'eau, c'est-à-dire 
en supposant c' =^o ; nous ne reproduirons pas ces calculs, 
qui démontrent clairement l'efficacité du sj^stème qui doit 
amener une extinction rapide du roulis (*) . 



(*) Les équations utilisées sont : 

lg+P{»--a),-.IQ^^ = o. 

En procédant pour Fintégration comme aux n^ 67 et 68, M. Fôppl est 
amené à résoudre une équation caractéristique du 4® degré qui n'admet 
que des racines complexes à partie réelle négative. Le navire prend un 
roulis qui se ramène à deux mouvements périodiques amortis, les oscil- 
lations de l'équipage suivent une loi analogue. 
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Cette solution, qui fournit des indications quantitatives 
sur les dimensions de l'appareil, résout le problème dans 
le cas du navire incliné, puis abandonné à son inertie dans 
un liquide non résistant, c'est-à-dire en somme dans un cas 
assez particulier. 

Nous suivrons une méthode plus élémentaire qui aura au 
moins l'avantage de considérer le système dans des condi- 
tions moins éloignées de celles où il fonctionnera en pra- 
tique. 

Nous supposerons le navire animé d'un mouvement de 
roulis permanent, entretenu par une houle régulière, et tien- 
drons compte du frottement de l'eau sur la carène en le 

considérant comme un couple — ^' "T î 1^ problème ainsi 

posé serait très compliqué à résoudre, et il faut introduire 
quelques hypothèses simplificatives. 

La houle sera supposée sinusoïdale, ses inclinaisons suc- 
cessives en un même point seront exprimées par 6 = sin ei ; 
si ç représente l'angle du roulis absolu (angle de la mâture 
avec la verticale), le moment de redressement dû à la 
poussée hydrostatique sera 

P (r—n) sin (6 — ç). 

Si les angles de la houle et du roulis sont supposés assez 
faibles pour pouvoir confondre les arcs et les sinus, le terme 
précédent pourra être remplacé par deux autres P (r — a) 6 
— P(r^a) ç. 

Nous pouvons dès lors écrire les équations définitives des 
mouvements du navire et de l'équipage gyrostatique : 

L'inclinaison 6 de la houle peut être exprimée par 
6 = 6 sin ef; d'autre part, si l'on incline le navire et si on le 
laisse revenir à sa position droite en eau calme, il exécu- 
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tera, comme un pendule composé, des oscillations dont l;i 
période est 



^ = '" VpTpb) • 



c'est la période propre du roulis du navire, elle correspond 
à une célérité 



_ 27r _ /Pjr^-a) 
*- T~V I 



(107) 



Lorsque a est grand par rapport à e, le régime qui s'éta- 
blira sur houle — le roulis forcé — prendra la période de 
la houle, c'est le cas d'une petite embarcation sur une 
grande houle. 

Si au contraire a est petit comparativement à e, ce qui 
est le cas d'un grand navire sur une petite houle, le navire 
roule avec sa période propre. 

Enfin, si a et £ sont de grandeurs comparables, le roulis 
n'est pas d'amplitude régulière ; il passe par des séries de 
maxima et de minima qui se succèdent périodiquement ; 
mais si en particulier a = e, le navire et la houle sont syn- 
chrones ; à chaque ondulation, le navire reçoit une impul- 
sion angulaire et le roulis augmenterait indéfiniment jus- 
qu'au chavirement, si les résistances de l'eau n'intervenaient 
pour limiter ces mouvements. 

C'est dans le cas du synchronisme que le roulis est le plus 
fort, c'est dans ce cas que nous nous placerons pour cal- 
culer le dispositif gyrostatique destiné à le réduire. 

Considérons donc un navire muni de l'appareil Schlick 
sur une houle qui lui est synchrone, nous supposons les mou- 
vements arrivés à un état de régime, tous peuvent être sup- 
posés sinusoïdaux et de même période, ou de célérité a (*). 



(*) Le synchronisme entre le navire et la houle constitue le cas défavo- 
rable que nous considérons à dessein ; quant au synchronisme entre le 
roulis du navire et les oscillations de l'équipage gyrostatique, ce n'est 
pas, comme on pourrait le croire au premier abord, une hypothèse arti- 
ficielle ; elle s'impose au contraire par des considérations pratiques. 
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Appelons 6 rinclinaison maximum de la houle, $ l'am- 
plitude du roulis et W l'amplitude des excursions de l'équi- 
page gyrostatique. 

Nous désignerons par a la célérité de tous les mouve- 
ments pendulaires considérés, nous supposerons l'inclinai- 
son du navire déphasée de P en retard par rapport à celle 
de la houle et l'inchnaison de l'équipage déphasée de (y ^ P) 
en retard par rapport à celle du navire, soit de y en retard 
par rapport à la houle. 

Les difféi-entes fonctions qui interviennent dans les équa- 
tions (105) et (106) peuvent dès lors s'écrire : 

û=Bsin a/, (p = * sin [at - 13) ^ = W sin [at - y) 

rf^CD d^^ 

^=flr^cï>sin(ai-|3 + 7r) -T~ = a'^sin («/-•/+ tt) 



En effet, le gyrostat constitue un pendule composé oscillant autour 
de TT', la période propre de ses oscillations libres étant 



v^ 



Les oscillations de ce pendule composé sont entretenues par le couple 

de réaction gyrostatique — fcJû — - qui a la même périodicité que le 

dt 

roulis. Or, on sait que Tamplitude des oscillations d*un mouvement pen- 
dulaire entretenu dépend essentiellement du rapport qui existe entre la 
période propre du pendule et celle du couple d'entretien ; elle est maxi- 
mum lorsque ces deux périodes sont égales. 

Si donc il y a synchronisme entre le navire et réquipage gyrostatique, 
les excursions ^j^ de ce dernier auront une amplitude maximum ; cela 

d^ 
entraine une valeur maximum pour la vitesse — - et par suite pour le 

dt 

d^ 
couple fcJû — qui intervient dans le travail d'amortissement du roulis. 
dt 

La condition de synchronisme, qui entraîne une condition de maxi- 
mum d'efficacité se traduit par 

A I 

p/"" P(r-a) ' 
elle se réalise facilement en pratique par un choix convenable de l. 
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et les deux équations deviennent : 

I«**sin [ctt-y (-7r) + P(r-a) * sin (at - /5) -P(r- a) (-)sin«^ 

+ c'«*sinU^-|5+^\-ÀJû«»FsiiiU«-7 +ï)=o . (108) 
Aa'^'Fsin («/-y+7r) +pl'¥sm («/—/) + c" «M^ sin (««-7 + J) 



+ A Jû «* sin (a/ - |S + ^ I = . 



(109) 



Les premiers membres de ces deux équations sont des 




P(r-B.)B 




r\ 



Figure 68. 



Figure 69. 



sommes de fonctions sinusoïdales de même période que Ton 
peut représenter graphiquement par des vecteurs (fig. 68 
et 69) , et Ton en trouve facilement une solution particulière. 

Commençons par utiliser la méthode pour résoudre une 
question préliminaire ; supposons que le gyrostat ne soit 
pas en action, T = û = o, l'équation (108), qui est alors 
seule à considérer, est satisfaite en v faisant 



^ 2 



et 



P (r - a) 9 = c' a* . 



Cela se lit immédiatement sur la figure 68 et se traduit 
comme suit en langage ordinaire : 

Les inclinaisons de roulis d'un navire sur houle synchrone 
sont en quadrature avec les inclinaisons de la houle, le 
navire est à ses inclinaisons maxima lorsqu'un creux ou 
une crête passe sous lui, il est vertical lorsqu'il se trouve 
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au point où le profil de la houle est' le plus incliné (*). De 
plus, l'angle maximum du roulis sur houle, que nous dési- 
j^merons par <!>,,, est un multiple de « l'escarpement » ou 
inclinaison maximum B de la houle ; il est d'autant plus yrand 
que le couple de frottement c' de l'eau est plus petit, en effet: 

(Cela contient l'explication de T efficacité des quilles laté- 
rales pour réduire l'amplitude du roulis.) 

Passons maintenant au cas où le gyrostat entre en jeu, 
l'examen simultané des figures 6S et G9 conduit à une solu- 
tion particuhère des équations (108) et (109) pour 

/3 = - et y = - 

La figure 68 indique de plus les conditions 
Ia^$ = P(r— a)* et P(r — a)0 = c'a<I)-h WQaT 
que Ton peut écrire : 

y =P <'•-'" et ^■,eP"--'"-i^^, 

1 oid d 

dont la dernière peut s'écrire en tenant compte de (110): 

k Jû 
* = *o T^^'. (111) 

La figure 09 indique d'autre part qu'il faut satisfaire les 
relations 

Aa24' = jo/4' et c"aM' = k Jûa* 

que l'on peut écrire : 



a 



2 _ 



(*) La même coiiclusioii pst applicable î\ tous les systèmes oscillants 
excités par une action synclirone avec aniortissenient proportionnel î\ la 
vitesse. C'est la solution particulière du problème lorsque le ré«:ime per~ 
maneiit est établi — c'est le terme non amorti de rintééfrale générale. 
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Les d(Hix conditions 

I "^ A 

expriment simplement la condition à réaliser pour que les 
oscillations du gyrostat et du navire soient synchrones (voir 
note p. 198). 

La relation (112) déteiniine la grandeur du coefficient c" 
du frein en fonction du moment cinétique du gyrostat ; elle 
montre en même temps oue les oscillations T du gyrostat 
sont d'amplitude notablement plus grande que celles du 
navire. A ce propos, il convient de remarquer que la marclie 
suivie suppose que le balancement de l'équipage gyrosta- 
tique se fait librement en de-çà des buttoirs ; il faut pour 
c*(^la que ^F ne dépasse pas une certaine limite et dans ces 
conditions, la relation (112) indique que le coefficient de 
fieinage c^ devi*a (croître en même temps que l'importance 
du roulis. 

La relation (111) exprime que l'amplitude du roulis est 
moindre avec gyrostat que sans gyrostat d'une quantité 
d'autant plus grande que JÙ est plus grand et que les excur- 
sions ^F sont plus amples. En éliminant T entre les rela- 
tions (111) et (112) on obtient l'expression suivante du 
l'oulis du navire avec gyrostat 

*(l + ^7^)=^o. (113) 

72. Di7nensio7vs à do7iner au système, — Les résultats 
pi'écédents sont applicables au cas d'un navire sur houle 
synchrone — cas particulier, mais très défavorable — et 
les indications qu'ils fournissent permettent de dégrossir 
un projet et de fixer les dimensions du système, de manière 
à l'éaliser une réduction convenal)le du roulis. En effet, si 
le synchronisme n'îivait pas lieu, le navire aurait un roulis 
d'amplitude 4>'o inférieure à (îelle qui correspond au syn- 
chronisme, ce roulis pourrait être assimilé à celui que pro- 
duirait une houle synchrone au navire, mais d'escarpe- 
ment moindre ; les dimensions du système étant fixées pour 
le cas du syncbionisme, l'amplitude du roulis ^'^ n'en serait 



— 203 — 

k JQ 
pas moins réduite de — r- W et le réî^ultat serait donc au 

c 

moins aussi bon. 

Cela étant, reprenons les formules (111) et (112) et 
cherchons à v introduire des coefficients conformes à Tex- 
périence. 

Tout d'abord, le paramètre c/ est mal connu, mais on 
peut l'évaluer en observant le roulis d'un navire sur une 
houle qui lui est synchrone. liC rapport des inclinaisons $„ 
et 6 est généralement compris entre 5 et 3, suivant qu'il 
s'agit d'un bâtiment à foinies transversales presque cylin- 
driques ou d'ime carène à maîti-e-couple affiné ou pourvue 
de quilles de roulis efficaces ; en adoptant la valeur 
movenne 4, la relation (110) permet d'écrire : 

i=4 ' 



c' P(r-a)' 

Supposons que l'on désire, par l'emploi du système 
Schlick, réduire l'amplitude du roulis ^^ dans la proportion 
de 8 à 1, l'équation (113) indique qu'il faudra réahser 

en introduisant dans cette condition la valeur qui vient d'être 
trouvée pour c', elle devient: 

Le coeffi'*ient c" qui intervient dans cette dernière inéga- 
Hté exprime l'intensité de l'action du frein ; l'équation (112) 
nous indique qu'il dépend de l'amplitude des oscillations que 
l'équipage gyrostatique pourra effectuer librement. Pour 
ne pas atteindi-e les buttoirs, l'angle W devra être limité, 
on peut s'imposer qu'il ne dépassera pas 15 fois l'amplitude 
du roulis (cela correspond, par exemple, à 45° pour un 
roulis réduit à 3°), on aura à satisfaire la condition 

* kJÙ 
."=.AJQ-^-^. (114) 
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CN^tte relation nous renseif£ne sur l'importance du frein, 
en la combinant à la pré(*é(lent(s on trouve : 

bu a 

et en it^nplaçant la célérité a par sa valeur comme 



4 / P (■■ - a 

"V— r- 



donnée par Téquation (107), on obtient : 



7 



A JQ^ — l/P(r~a)I. 

Si l\m s(» scmvient de la siiinification du coeflicient A' et 
de sa valeui' movenne, on peut écrire : 

1 



JO^— pl/P(r-a)I. (Uu) 

L(^s deux relations (114) et (115) permettent de fixer 
les jtrandes lif^nes d'une installation très efficace ; en effet, 
pcmr fix(»i' les idées, si le roulis d'un navire suî' houle syn- 
chrone (*st, pai' exemple, 32" de (chaque bord, les formules 
précédentes définissent un gyi'ostat qui — dans les mêmes 
conditions défavorables — réduira le roulis à 4°, les excur- 
sions de réquipage gyrostatique étant de 60°. 

Dans les installations réalisées, les gyrostats sont moins 
puissants qu»^ ne l'indique notre formule, mais ils donnent 
cependant des l'ésultats en tous points remarquables ; ils 
sont très suffisants, car le cas du svnchronisme entre la houle 
v{ \o navii'e est rare ; lorscju'on établira un projet on pourra 
utiliser la formule (HT)) en prenant, au lieu du coeffi- 
cient ^z-p un co(»fficient m différent, relevé sur des installa- 

tions (existantes, et qui pourra être d'autant plus petit, que 
le navire devra opérer dans des mers où il aura moins de 
chancc^s de» ivncontrer luie houle svnchrone. On trouvera 
j)lus loin h^ coefficient m cakuilé pcmr divei'ses ap{)lications. 
La fignn» 70 donne* un exem|)le des résultats obtenus à 
bord du Silrana, la partie de droite de la ligne sinueuse 
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représente les inclinaisons du navire pendant que le jiyro- 
stat est empêché d'exécuter ses moments de pré(;ession, à 
partir de Tinstant où l'équipage a été libre de balancer, on 




Figure 70. 

voit que les inclinaisons de 11** de part et d'autre de la verti- 
cale sont ^'amenées à 1,5° environ. 

73. Remarque sur la fonction du frein. — Kmvloi d'un 
frein à couple constant, — La réduction du roulis est due 
aux actions combinées du frottement de l'eau sur la carène 
et du gyrostat. On trouverait une expression analytique de 
ce fait en additionnant les équations (10^)) et (lOO) après 

avoir multiplié la prenuère par — *- et la seconde par — ; on 

- at fit 

obtiendrait une relation analogue à l'écjuation du travail 

(104) du n** 09 (corollaire du théorème IV). 

V\\ frein* à bande ou \\\\ frein hydï-aulique, exerçant un 
ccmple constant, pourrait, t(mt aussi bien que le frein élec- 
trcmiagnétique considéré jusqu'ici, a})sorber du travail et 
amortir le roulis; l'étjuation du travail (104) peut à la 
rigueur suffire à le démontrer. 

On peut le vérilieï', et en même temps se rendre compte 
du fcmctionnement du système en recourant à la représen- 
tation graphique déjà utilisée plus haut (n*" 70 et tig. 00 
et 07).' 

Représentons connue plus haut, par les coui'bes I, II et III 
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(fig. 71), les déplacements angulaires ç, les vitesses angu- 
laires -j- et les valeurs que prend en fonction du temps le 
couple 

dt 

L'action de ce couple est contrariée par le frein, dont le 
moment résistant de grandeur constante est égal à Cp . Aussi 
longtemps que (?„ est inférieur à C,.-, le gyrostat ne peut oscil- 
ler; il commencera à balancer à partir de l'instant où C^ 




Figure 71. 



dépassera Cf, son mouvement sera accéléré pendant tout 
le temps que le couple moteur surpassera le couple du fiein, 
il se ralentira ensuite, et s'arietera dès que la résistance du 
frcûn aura absorbé la force vive acquise pendant la période 
pl•écédent(^ Le balancement de l'équipage sera donc sac- 
cadé, il (*onsistei'a en mouvements d'oscillations pendant 
les périodes de durée AB, séparées par des périodes d'im- 
mobilité aux deux fins de course. On peut représenter la 

di 



loi des accélérations -tt^^ (courbe IV), ainsi que celle des 



d^ 
vitesses d'oscillation-^ (courbe V), d'où l'on déduit fina- 

dt 

lement la loi de variation du couple de réaction gyrostatique 

transversal C^ que représente la courbe discontinue VI. On 

voit par la disposition de cette courbe que le couple C. est 
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de signe contraire à -7- et que, par conséquent, il aura un 

effet amortisseur. 

Remarquons que si le frein exerçait un couple Cp supé- 
rieur à la valeur maximum de C^,, il calerait le gyrostat, et 
celui-ci, immobilisé, n'exercerait aucun effet ; il faut donc 
satisfaire l'inéiîalité : 

\^^ /max 

or, dans le cas d'un mouvement pendulaire, on a 



Cp<JÛ 



\dt)^ T ' 



d'où 

Il résulte de là que le moment résistant du frein devra 
être inférieur à une certaine limite. 

D'autre part, pour que le gyrostat produise tout son effet, 
il faut qu'il puisse exécutei* des balancements d'amplitude 
suffisante et pour cela il ne suftit pas de satisfaire la con- 
dition précédente, il faudra encore proportionner l'action 
du frein à l'amnlitude du roulis. 

Oscillations du (jijroHtat simplement limitées par des bnt- 
toirs, — Dans le cas qui vient d'être examiné, le gyrostat 
est rendu amortisseur par une modification convenable de 
s(m mouvement de balancement, due à la présence d'un 
frein. On peut imaginer d'autres manièn»s de modilier cM^tte 
loi ; en voici une très curieuse : elle consiste à limiter sim- 
plement l'amplitude T des oscillations par des buttoirs fixes. 
Ce moyen sera mis en œuvie, indépendamment de l'exis- 
tence d'un frein, puisque nous savons d'autre part que les 
oscillations doivent être limitées. 

La démonstration peut se faire en recourant à la mém(^ 
représentation graphique que plus haut. Les courbes T, II 
et III (fig. 72) représenteront respectivement les déplace- 
ments angulaires du navire, sa vitesse angulaiie et le couple 
gyrostatique C^, cause du balancement longitudinal de Téqui- 
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On peut tï"ac(M- les courbes des déplaeements et de la 
vitesse anj^ulaire du gyrostat en tenant compte de Télon- 
gation limite M'^ , imposée par les buttoirs. 

On obtient facihnnent les diagrammes discontinus IV et V 
et on en déduit la loi VI que suit la valeur du couple C, 
agissant sur le navire. On voit aisément que le sens de ce 

, ^ . df 

couple est opj)()sé à la vitesse -j- et que l'appareil est amor- 
tisseur. De Texanîen des courbes de la figure 72, on conclut 
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Figure 72 



qu(^ la loi du numvimic^nt de roulis sera modifiée (amoi'tie) 
pendant les périodes représcHitées par les longueurs AB ; 
le roulis se i)r()dui!*a au C(mtraire librement, comme si le 
gyroscope n'existait pas, pendant que celui-ci est appliqué 
contre les buttoii's. La durée des péi'iodes d'action du couple 
amcM'tisseur dépend essentiellement de la position des 
buttoii's. 

Dans les cas où l'on utilise un fiein, le travail d'amor- 
tissement du roulis est précisément égal à l'énergie dissipée 
en chaleur dans b^ frein ; cela se démontrerait facilement, 
et résulte d'ailleurs diiectement du corollaire du théo- 
rème IV (nMiî)). 

Dans le cas qui vient d'être examiné, le travail d'amor- 
tissc^ment est égal à la force vive détruite par chocs aux 
extrémités des oscillations de précession; la présence des 
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buttoirs produit, en quelque sorte, un décalafi[e des oscilla- 
tions de précession, et le couple C^., au lieu d'être alternative- 
ment amortisseur et excitateur (comme lorsque les oscilla- 
tions sont libres — cas de la figure 06), est efficacement 
amortisseur. 

Si Ton admet que, dans ces conditions, le couple C, est 
amortisseur pendant toute la durée des balancements du 
gyi'ostat, on peut obtenir très simplement une formule per- 
mettant d'établir les dimensions d'un gyrostat amortisseur. 

En effet, pendant chaque mouvement de balancement, 

l'extrémité du vecteur du moment cinétique Jû aura par- 
couru dans le plan longitudinal un arc 2T ; il faut pour cela 
qu'il ait reçu une impulsion dont la grandeur peut être 

définie par 

2JÛ sin ¥ . 

Cette impulsion, communiquée par le navire, sera fournie 
aux dépens de l'énergie cinétique du roulis ; en d'autres 
termes, le moment cinétique du naviie sera réduit à chaque 
oscillation simple, d'une fraction d'elle-même que nous 
leprésenterons par j^. Si l'on note que le moment cinétique 
du navire est maximum lorsque le navire passe par sa posi- 
tion droite (lorsque toute l'énergie du roulis est sous forme 
cinétique) et qu'il est alors égal à 

on peut en déduiie ré(juation 

2JÛsinf=xlY*«. 

qui peut s'écriie : 

Si nous supposons H' = 4ô", on ol>lient : 



trt 



Il~» =l-'t> 



fil ♦ 



max 



ji) ^c:^ |//p yr a) l ; 

en l'écrivant sous la fornie plus siniplo : 

1 



Jli=-«I>„p/p(r-a)I, 
o 
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on reli-(»uve la formule pratique proposée pai' M. Fop[)l ; 
on voit ((ii'clle correspond an ca? où le moment cinétique 
(lu n:ivirr sfi;iii léduit à cliaciue (iseJUation de 

1/2 
Z=^ = 0,283. 

74. Réalisation pratique. — Pour la description com- 

[jlète des apiiareils, nous renverrons aux mémoires du 



Fifîure 73. 

D' Sclilick (;i) et de sir William Wliite (Td). Bornons- 
nous à (lire tine les volants sont entraînés normalement par 
un électroim»teur ; dans les deux premièi'es installations, où 
l'on a dû utiliser la vapeui', le volant est muni d'ailetles et 
tourne connue un disque de turbine d'action. L'ensemble, 
volant et moteur', se trouve dans un i-arter (lui peut osciller 
autour (les tourillons 'J'T (]ui reposent dans des paliers solide- 
ment l'elit's an navir'c. l'n frein hydi'aulique, (m un frein à 
bande, •généralement les deux à la fois, permettent d'exer- 
cer sur les oscillations longitudinales un freinage d'inten- 
sité tvglable et an besoin de bloquer l'ajjpareil pour sus- 
]K'n(lre son action. 

La iiiîure 7;! est une pli()to;.n-ap!iie de l'appareil du steamer 
Loi-hieï. 
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Le tableau ci-après réunit les caractéristiques principales 
de trois installations : 



Longuenr — larg*îur — 
tirant d*eau 



• • 



Déplacement . P kg. 

Hauteur métacentrique 
(r — a). .... m. 

Période propre du rou- 
lis sec 

Moment d'inertie Iongit.l 

Diamètre et poids du gy- 
rostat 



• . • • 



Nombre de tours par mi 
nute 

Vitesse périphérique 
m/sec 



Vitesse angulaire o 
rad/sec 



Moment d*inertie J 
k/gm« .... 



Moment cinétique Ja . 

Amplitude du balance- 
ment y . 



• • 



Coupe maximum de re- 

27r 

dressement Jû — v 

T 

Coefficient m de la for- 
mule (115) 



SEEBAR 



LOCHIEL 



SILVANA 



35.6-3.81-1.14 
57000 

0.50 

4.14" 
12373 

1.00 m. -500 kg. 

1600 

83.77 

167.55 

10.69 
1789 

45« 

2130 
1 



10.5 



41.1-6.7-2.75 

360000 

275 

9.0" 
214000 

1.20 m. -3000 kg. 

1800 

113 

188.6 

158.5 
11000 

75° 
10000 



13.4 



625-9.0-2.71 
850000 

401 

8.0" 
552543 

1.60 m. -5100 kg. 

1800 

150.8 

188.6 

176.5 
33300 

750 

34200 

l_ 

13 



Les résultats obtenus par Teinploi du système Schlick 
comme amortisseur de roulis sont remarquables en tous 
points ; la figure 70 permet de s'en rendre compte. Son 
fonctionnement pratique donne lieu cependant à un certain 
nombre de remarques par lesquelles nous terminerons cet 
exposé (*) . 



(*) 11 n'fi.st pa.s inutile de signaler ici une critique adressée au principe 
même de rinvention du D*" Schlick, d'après laquelle il devrait provoquer 
l'apparition de mouvements de tan^BiJ^e et de roulis dangereux. 

Pendant que rappareil fonctionne, le couple exercé par le frein dans 
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r Les volants qui constituent les gyrostats sont des pièces 
de dimensions et de poids considérables, leurs vitesses péri- 
j)lîériques sont tivs élevées, leur construction exige donc un 
métal spécialement résistant et des soins tout particuliers. 

2** Pendant un mouvement de balancement du ^vrostat, 
de + W à — H', qui s'effectue en une demi-période de roulis, 

la vitesse anijulaire maximum de mécession atteint — Y et 

le couple de réaction gyrostatique correspondant est 

T 

C'est la valeur maximum du couple de redressement C, 
(exercé sur le navire. Le tableau précédent indique les 
valeurs de ce couple, pour les trois cas considérés. On voit 
qu'il s'acfit d'efforts considérnbles qui sont transmis du gvro- 
stat à la coque par l'intermédiaire des tourillons de l'axe 
du volant et dr*s tourillons transversaux ; ces pièces se 



le plan lonferitudiiial du navire réaKÎt sur la coque et tend à produire un 
tanffapre. En d'autres termes, une partie seulement de rénergie du roulis 
est transformée en clialeur dans le frein, une autre se dissipe en pro- 
duisant du tan^ah^e. Ce raisonnement est exact et M. Skutsch (77) a pu 
reproduire le tan>îas:e annoncé au moyen d'un modèle ; on robserverait 
également sur un navire qui ne serait pas plus long que large. Mais il 
ne faut pas oublier (lue le couple h exercer sur un navire de formes 
courantes pour produire une inclinaison de tangage est à peu près cent 
fois plus grand que celui qui produirait la même inclinaison dans le 

sens du roulis; d'autre part, le couple du frein Cf < — Jû ♦ est plus 

faible (|ue le couple do redressement (à peu près dans le rapport de ♦ à M' 
soit environ 10 à 15) ; dès lors, si un appareil Schlick parvient à main- 
tenir un bateau sensiblement droit sur une houle qui prend des incli- 
naisons de 8° par exemple, l'amplitude du tangage que produira le 
couple Cf sera mesurée par mi angle environ 10()0 fois plus faible. L'in- 
fluence de rinstallation gyrostatique sur le tangage peut donc être consi- 
dérée conmie négligeable ; il n'en était pas ainsi pour le modèle de 
M. Skutsch, qui n'oscillait pas du tout dans des conditions analogues a 
celles d'un navire. 

Dans le même ordre d'idées, une autre objection a été formulée, à 
première vue beaucoup plus grave : si le bateau tangue, le gyro3t it, forcé 
par le frein à participer à ce mouvement, exercera sur le navire un 
couple transversal et le fera rouler ; c'est ce que M. Skutsch a parfaite- 



— 213 — 

trouvent par 1h fait soumises à des efforts qui dépassent les 
limites géîiéralement admises en construction mécanique. 
Poiu* le SUrana, par exemple, les tourillons supportent 
)30 kilos par cm^ avec une vitesse circonférentielle de 
2] mèti'es par seconde ; les questions du graissage forcé et 
de la réfrigération des paliers se posent donc dans des con- 
ditions particulièrement difficiles. 

3** Dans les trois installations citées plus haut, le volant 

relativement le plus léger pèse t-t du poids du navire. Mais 

il s'agit là de navires relativement peu importants et on 
peut se demander si pour des navires de plus en plus grands 
le système pourrait encoi'e être adopté dans des conditions 
aussi satisfaisantes. 

Pour nous en rendre compte, considérons une série de 
naviies géométriquement semblables pourvus de gyrostats 



ment vérifié au moyen de son modèle. Dans le cas du navire véritable, 
cela est cependant peu à redouter. 

Supposons, pour prendre un cas défavorable, que le gyrostat soit calé 
par son frein, il subira intégralement les inclinaisons de tangage ; sup- 
posons de plus que le navire tangue sans rouler ; on sait par expérience 
que les mouvements de tangage sont toujours de faible amplitude ; le 
couple de réaction gyrostatique qui en résultei-a sera faible et il en sera 
de même, par suite, du roulis auquel il peut donner naissance. En pre- 
nant Jû =333(X) (cas du « Silvana ») et une vitesse angulaire de tangage 
&i = 0,078 rad./sec. (cas d'un fort, tangage considéré au n° 26), on obtient 
un couple de chavirement de 2597 kg. m., capable de produire sur le 
même bateau une inclinaison statique de 0.43®. Ce couple à action alter- 
native peut provoquer l'apparition de roulis, mais il faudrait pour qu'il 
devienne dangereux que le tangage et le roulis du navire aient des 
périodes propres identiques, ce qui n'a pas lieu. 

L'expérience s'est chargée de répondre à ces critiques et de dissiper les 
craintes qu'elles ont fait naître, nous avons eu personnellement roccasion 
de nous en rendio compte au cours d'essais effectués à bord du Seebar. 

Pour éviter ces inconvénients, M. Skutscli (77) a proposé d'employer 
deux gyrostats égaux tournant en sens opposés ; pendant le roulis, ils 
prendraient à cha(iue instant des inclinaisons opposées et exerceraient 
par rintermédiaire de leurs freins des moments de tangage qui s'annu- 
leraient, i'.e perfectionnement du système Sclilick est très rationnel, mais, 
comme nous venons de l'indiquer, la pratique n'en a pas démontré la 
nécessité. 



— 214 — 

fonctionnant dans dos conditions semblables ; appliquons 
leur la relation 

le coefficient m étant supposé constant pour toute la série, 
le second membre augmente comme la puissance 9/2 des 
dimensions linéaires X du navire. Il devra donc en être de 
même du pioduit JÛ ; or, J varie connue la -V puissance des 
dimensions linéaires r du volant, dès loi-s nous pouvons 
écrire : 



r^.i} 



9 



Si nous supposons que tous les gyrostats tournent avec la 
même vitesse angulaire, Û devenant constant, nous aurions: 



9^ 



et le poids du volant proportionnel à r'^ serait croissant 
(îomme la puissance 27/10 des dimensions du bateau. 

Mais l'hypothèse de Q constant n'est pas admissible, la 
résistance des matériaux exige plutôt que la vitesse péri- 
phérique, proportionnelle à rti, soit constante ; dès lors, il 
vient : 

d'où l'on déduit que les dimensions linéaires du volant varie- 
i(mt comme la puissanc^e 9/8 de X, de là: 

27 

r' - 1' >'P (116) 

Le poids du volant augmente donc plus vite que propor- 
ti(mnellement au déplacement du navire. 

Les diflicultés d'établissement paraissent donc devoir 
aller en croissant avec l'importance des installations ; l'ave- 
nir de l'invention se trouve ainsi lié, dans une certaine 
mesure, aux progrès de la construction mécanique. 
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7 5. MoNORAiL GYROSTATIQUE. — Un monorail (*) peut 
etie assimilé à un pendule renversé, normalement instable ; 
Taction du v(Mit, les déplacements de poids, les réactions 
d'inertie en courbe, sont autant de causes (jui tendent à le 
faire chavirer, si une action consciente ou automatique n'in- 
tervient pour for(ter à chaque instant la résultante de toutes 
les forces appliquées au système à passer par le rail. 

Il n'est pas possible d'exercer un couple rigoureusement 
égal — et au même instant — au couple perturbateur; il 
s'écoulera toujours un certain délai, qui peut être très court, 
entre l'apparition de l'inclinaison et la mise en action du 
couple stabilisateur; dès loi's, on peut tout au plus espérer 
substituer au mouvement de chavirement un mouvement 
pendulaire de faible amplitude. 

La difliculté pratique consiste surtout à faire exercer un 
couple transversal extérieur, par un appareil en quekjue 
sorte intérieur au système; c'est ce qui semble paradoxal, 
à première vue, dans l'idée du monorail. 

La propi'iété fondamentale du gyrostat, à savoir que tout 
mouvement de son axe dans un plan produit une réaction 
dans un plan perpendiculaire, permet cependant d'entre- 
voir la possibilité d'un tel résultat. On peut, en effet, faire 
exercer sur le \\'agon un couple transversal par un gyrostat 
prenant appui dans le plan longitudinal du wagon qui uo 
cesse de contenir le rail fixe. 

Imaginons que le véhicule (fig. 74) porte un gyrostat, libre 
d'osciller autour de TT dans le plan longitudinal. Un homme 
(jui agirait adroitement sur la poignée P pourrait entretenir 
des mouvements de précession forcée et créer ainsi des 
couples de réaction transversaux capables à chaque instant 



{*) Nous n'accordons évidemment pas cette dénomination aux véhicules 
suspendus à, un rail unique aérien (Barmen-Elberfeld), ni aux soi-disant 
monorails qui loulent en fait sur trois rails (système Belir). 

On cherche à faire du monorail un véliicule industriel pour éviter les 
inconvénients dus aux tassements inégaux des deux files de rails des 
voies ordinaires, pour réduire les frais d'établissement de la voie et 
aussi pour diminuer les résistances passives du matériel roulant. Ces 
considérations peuvent justifier l'emploi du nn)norail pour les conmiu- 
nii-atlons à k'rande vitesse et pour les voies coloniales coûteuses de 
premier établissement. 
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de neutraliseï* l'effet des couples perturbateurs, ou plus 
exîietf^neiit de ramener le vélii(*ule à une inclinaison d'équi- 
li^)!•(^ 

(\)nsi(i('i'ons le wnijon pendant qu'il s'incline, par exem- 
ple vers la droite, sous l'influence d'une force perturbatrice 
([uelconque ; il entraînera l'équipage gyrostatique en exer- 
çant sur lui le couple transversal nécessaire pour vaincre 




Figure 74. 



son inertie, (/"e couple produit une précession du gyrostat 
dans le plan longitudinal du wagon; celte précession forcée 
pi'ovoque, à son tour, un couple de l'éaction gyrostatique 
opposé au dévei'sement du véhicule. 

Nous ne nous attaiderons pas à démonti'er que ce couple 
s(Ma égal rigoureus(Mnent à ct^lui exeicé sur l'équipage oscil- 
lant par le véhicule ; il neutralisera ce dernier couple, mais 
n'arrêtera pas h» mouvement de chavireuK^nt. 

Si, au lieu de laisser se produire le balancement -y par 

le j(ni naturel de l'effet gyrostatique, on exerce sur l'équi- 
page un couple C qui accélère son mouvement de préces- 

, d^ . 

sion, on pourra produire une vitesse - suffisante pour que 
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le couple transversal de réaction : 

C, = Ji2 -?- cos ^ 
at 

soit assez grand pour contrarier le chavirement et ramener 
le véhicule dans sa position d'équilibre. 

Le mouvement de précession, excité par le couple Ce, 
entraînera le redressement du wagon. Il convient de sus- 
pendre l'action de Ce dès que la position droite — plus 
exactement la position d'équihbre — est atteinte, et même 
un peu avant, pour éviter que le véhicule dépassant cette 
position ne chavire vers la gauche. 

Remarquons que, aussitôt l'action de Ce arrêtée, tandis 
que le véhicule oscille de droite à gauche, le cadre A, incliné 
du côté des ^ négatifs, retournera vers sa position moyenne 
par le jeu naturel de l'effet gyrostatique. 

Si la position d'équilibre du véhicule, au lieu d'être 
atteinte sans vitesse, est dépassée, il faut combattre le cha- 
virement qui tend à se produire cette fois vers la gauche ; 
à cette fin, il faudra accélérer la précession du cadre A vers 
les ^ positifs en exerçant sur lui un couple excitateur de 
sens opposé à celui qui avait dû être exercé lors du mouve- 
ment vers la droite. 

# 

En résumé, il faut que le conducteur qui manœuvre la 
poignée P excite les mouvements naturels de précession du 
gyrostat pendant que le véhicule tend à s'incliner, et sus- 
pende au contraire cette action lorsque le véhicule tend à 
reprendre sa position d'équilibre ; son intervention devra 
donc se produire au moment opportun et dans un sens appro- 
prié ; il n'est pas impossible qu'un homme arrive à exécuter 
ces manœuvres d'une manière réflexe. 

Il est presque superflu d'ajouter que le travail dépensé 
dans ces conditions par le conducteur du monorail serait 
rigoureusement égal au travail néxîessaire pour ramener le 
véhicule à une position d'équilibre contre le couple pertur- 
bateur. 

76. Réalisation de V automatisme , — Si l'on veut rendre 
rendre automatique le fonctionnement qui vient d'être indi- 
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que, il faut remplacer Taction de Thomme par celle d'un 
servo-moteur dont le sens d'action pourra changer auto- 
matiquement h l'instant opportun. 

Fiie premiière solution consiste à utiliseï* le poids même 
du gyi'ostat connue force motrice en disposant Taxe d'oscil- 
lation TT de l'équipage en dessous de son centre de gi^a- 
vité. Dès que le véhicule s'inclinera, l'axe du crvrostat s'éloi- 
gnera de sa position moyenne dans le plan longitudinal du 
wagon et son mouvement sera accéléré, ou excité, par l'ac- 
tion de la pesanteur ; cela peut suffire à ramener le wagon 
vers la position droite. Pendant ce retour du véhicule à la 
position d'équilibre, le sens du mouvement de précession 
de l'équipage est renversé, et, tandis que le gyrostat retourne 
à sa position moyenne, son mouvement sera ralenti par le 
couple de la pesanteur. Le travail de ralentissement étant 
rigoui'eusement égal au travail d'accélération, on démon- 
trerait sans peine que le véhicule sera animé d'un mouve- 
ment d'oscillation non amorti. 

Cette solution, pratiquement insuffisante, réahse les con- 
ditions du théorème III (n** 67), L et c sont négatifs, les 
mouvements ^ et ç seront déphasés l'un par rapport à 
l'autre d'un quart de période ; il y aura un continuel échange 
d'énergie entre le véhicule et le gyrostat, mais pas d'amor- 
tissement. 

Une deuxième solution, suggérée par le théorème IV 
(n** (38), consisterait à disposer d'un couple proportionnel 
à l'élongation ^ et d'un second couple proportionnel à la 

vitesse angulaire -r- . On se rend compte que le couple Ce 

deux précédents, exciterait la précession de l'équipage pen- 
dant les quarts de période où il s'éloigne de sa position 
moyerme l)eaucoup plus énergiquement que pendant les 
quarts de période où il retourne de ses élongations maxima 
à sa position moyenne ; cela se traduirait en fin de compte 
par un travail excitateur positif équivalent à un travail de 
l'edressement efficace. 
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En reprenant les notations adoptées antérieurement, les 
équations des deux mouvements ç et i}^ s'écrivent : 

Ces équations ne diffèrent guère de celles qui ont été 
écrites au n° 71 (en note) à propos du système Schlick et 
qui ont été étudiées par M. Foppl. On conclurait de leur 
étude que le mouvement ç se ramène à la superposition de 
deux mouvements amortis et que le mouvement ^ se ramène 
à la superposition de deux mouvements sensiblement en 
phase avec les précédents. 

Les inventeurs ne paiaissent pas jusqu'ici avoir réalisé 
la solution théorique qui vient d'être indiquée, sans doute 
faute d'un organe pratique capable d'exercer sur un pen- 
dule un couple excitateur proportionnel à sa vitesse angu- 
laire et changeant de sens en même temps qu'elle ; il semble 
cependant qu'ils cheichent à s'en approcher. Le seul pro- 
cédé assez complètement décrit est celui du modèle de mono- 
rail Brennan, présenté à la Société Royale de Londres, le 
8 mai 1910 ; le couple excitateur Ce y est développé par un 
dispositif ingénieux, mais qui s'accommoderait mal d'une 
réalisation en grand (voir plus loin) . 

Dans leurs grands véhicules expérimentaux, Brennan (80) 
et Scherl (82) excitent les mouvements de précession de 
leurs gyrostats au moyen d'un servo-moteur, à air comprimé 
ou à huile sous pression, dont le sens d'action est commandé 
par un organe sensible au sens de déplacement, soit du 
wagon, soit de l'équipage gyrostatique oscillant ; nous ne 
pouvons pas en dire davantage, le principe de ces dispo- 
sitifs étant gardé absolument secret. 

Pour fixer les idées, nous av(ms représenté (fig. 75) le 
schéma d'un dispositif possible ; sans grand effort d'ima- 
gination on en combinerait d'autres équivalents, à condi- 
tion, bien entendu, de ne pas s'inquiéter des difficultés 
expérimentales à vaincre pour les réaliser. 
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L'équipage gyrostatique G peut osciller dans le plan lon- 
gitudinal du véhicule (plan de la figure) autour de Taxe 
dos tourillons T, son centre de gravité se trouve établi au- 
dessus de cet axe. Un piston P qui se déplace dans un cylin- 
dre hydraulique ou pneumatique, peut exercer sur l'équi- 
page un couple excitateur Cp de sens convenable. A cet 
effet, le fluide sous pression est distribué sur les deux faces 
du piston par un tiroir D dont les positions ne sont pas fonc- 
tion de celles du piston P ou du gyrostat, mais dépendent 
uniquement du sens du mouvement d'oscillation de celui-ci. 




Figure 75. 

Le tiroir D est conduit par le bras de levier L entraîné 
dans le mouvement de l'axe des tourillons T. Le levier L 
n'est pas calé sur cet axe, mais simplement emmanché à 
frottement ; d'autre part, la course du tiroir est limitée par 

les buttoirs B. Dès lors, suivant que la vitesse angulaire -j 

est positive ou négative, le tiroir D se trouvera à l'un ou à 
l'autre de ses bouts de course, et l'on voit que, aussitôt un 
mouvement de précession amorcé, le tiroir D occupera 



— 221 — 

la position (jui convient pour que le piston P exerce un 
couple Cp qui accélère le mouvement commencé. 

Cela étant, si le véhicule se penche de coté, le gyrostat 
s'inclinera, par exemple, vers les ^ positifs, son mouve- 
ment sera accéléré par un couple Cp auquel s'ajoutera le 
couple p/sinij; dû à la pesanteur. Si le système est conve- 
nablement proportionné, la précessi^on forcée pai* le couple 
Ce = (Cp +p/ sin ^) provoquera un couple de réaction gyro- 
statique suffisant pour ramener le véhicule vers sa position 
d'équihbre. 

Le mouvement de chavirement du véhicule fait donc place 
à un mouvement de redressement accéléré ; ce mouvement 
produit par réaction gyrostatique un couple opposé à Ce, 

qui diminue la vitesse de précession forcée — , puis Tannule 

Ce 1/ 

et la renverse; dès cet instant, le couple Cp change de sens 

et la précession — , devenue négative, est aidée par un 

at 

couple C'e = {Cp— p/sintl), qui peut être faible et même 

antagoniste. 

L'équipage gyiostatique retourne ainsi, d'un mouvement 
relativement lent, à sa uosition movenne ; si le véhicule 
se trouve en même temps dans sa position d'équilibre, le 
gyrostat restera dans sa positi(m moyenne ; si, au contraire, 
le véhicule a dépassé sa position d'équilibre et commence 
à chavirer vers la «fauche, la précession continu(*ra du coté 
des ^ négatifs et sera accélérée par un couple (Cp + pi sin ^) . 

Les mêmes mouvements se reproduiront avec des ampli- 
tudes graduellement décroissantes ; le travail dépensé pour 
la stabilisation et l'amortissement est 2 Cp T par oscillation 
simple (*). 



(*' Un petit modèle de déinoiitraiion, fonctionnant A pen près suivant 
le même principe, mais utilisant, au lieu d'un piston iiydrauliquo, un 
noyau de fer doux aspiré dans des solénoïdes, a été établi par 
M. Drucker {00). 

On pourrait aussi mettre la commande du distributeur I) sous la dépen- 
dance d'un pendule dont la masse se porte à droite ou à gauche, suivant 
les inclinaisons du wa^on. Ola paraît être le principe du brevet Sclii- 
lowski [Si). 
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Remarque. — Nécessité d'employer denx (jifrostats. — 
Au lieu d'avoir un gyrostat disposé comme l'indiquent les 
tiguies 74 et 75, la position moyenne de l'axe du gyrostat 
pouirait être tout aussi bien hoi'izontale et transversale au 
wagon, connue dans les schémas théoriques des ligures 01 
et 64. 

Cette seconde disposition, toutefois, présente un incon- 
vénient ; lorsque \e véhicule parcourra une courbe, le gyro- 




Fiffure 76. 



stat participera à une précession forcée et exercera un couple 
de chavirement (voir n° 29) . Pour éviter ce défaut, on doit 
utiliser deux gyiostats touinant en sens inverses et dont les 
mouvements de |)récession sont également opposés, de ma- 
nière à ce que la résultante des deux moments cinétiques Jil 
ait une composante transversale nulle. De cette façon, cha- 
cun des deux gyrostats agira pour son propre compte en 
ce qui concerne la stabilisation ; en courbe, ils produiront 
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deux couples de chavirement égaux et opposés, qui se neu- 
traliseront et ne se manifesteront que par des efforts inté- 
rieurs au système (Brennan). 

Lorsqu'on adopte la disposition à axe vertical, on peut 
se contenter d'un gyrostat unique ; mais les inégalités du 
rail, les changements de pente, etc., peuvent provoquer 
des couples de chavirement, et il est recommandable d'uti- 
liser quand même deux gyrostats dont les mouvenjents de 
balancement dans le plan longitudinal sont symétriques 
(Scherl) . 

Complétons ces indications pai* une description sommaire 
du procédé mis en œuvre dans le modèle désormais célèbre 
de Brennan. 

Les gyrostats (i et G' (fig. 76), au nombre de deux, pour 
la raison qui vient d'être indiquée, sont identiques, ils 
tournent en sens inverses et peuvent exécuter des mouve- 
ments de précession autour des axes TT et T'T', ces axes 
portent les secteurs dentés S et S' qui engrènent entre eux, 
de telle manière que les positions occupées par les deux gyro- 
stats sont à chaque instant symétriques par rapport au plan 
longitudinal du wagon. Les ^vrostats sont maintenus en 
mouvement pai* des électromoteurs ; ils tournent dans des 
carters étanches où l'air est raréfié. 

L'ensemble des deux gyrostats est porté par une pièce P 
qui n'est pas rigidement fixée au wagon, mais peut prendre 
de petites inclinaisons transversales par rapport à lui en 
oscillant autour de 0. Lorsque le wagon est vertical, la 
pièce P est disposée comme l'indique la figure, l'aligne- 
ment KOE' est horizontal et les extrémités E et E' des axes 
des gyrostats ne touchent pas les guides I et I', fixés au 
wagon. 

Imaginons que le véhicule s'incline vers la droite ( + ç), 
nous savons que les gyrostats se mettront en mouvement 
de précession du coté des d/ négatifs, mais en même tem|)s 
le guide I s'élève, tandis que l'axe E, qui fait partie du 
système pendulaii'e P, tend à conserver son horizontalité ; 
le guide l rencontrera bientôt le bout d'axe E et, dès l'in- 
stant du contact, celui-ci roule sur le guide I, sa précession 
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se trouve ae(*élérée et par réaction gyrostaticjue, il appuie 
sur le fluide 1, au point de redresser le véhicule. 

Si le véhicule s'était incliné vei*s la «gauche, les mêmes 
phénomènes se sciaient passés, mais le couple de redresse- 
ment eut été exercée sur le guide V par le bout d'arbre YJ. 

Les axes des gyrostats se ti'cmvent donc écartés de leur 
position moyenne du côté des ^ négatifs, tandis que le véhi- 
cule se redresse et s'approche de sa position d'équilibre ; le 
mouvement de redressement du véhicule est accéléré, tandis 
(]ue l'ensemble pendulaire P, qui n'est sollicité par aucun 
couple extérieur, tend à conserver son orientation. Il s'en- 
suit que bientôt le guide I abandonne la pièce E qui le pous- 
sait vers le bas, tandis que l'extrémité de l'axe du gyro- 
stat G' est atteinte peu après par le guide correspondant. 
Remarquons que le guide I', qui correspond au bout d'axe E' 
du gyrostat 0', ne se prolonge pas du côté des ^ négatifs, 
et c'est en réalité un autre guide II' qui rencontrera le rou- 
leau R' libre de tourner autour de l'extrémité du carter 
de G', mais indépendant de l'axe E'. Le rouleau R' étant 
pîessé de bas en haut par le guide II', les deux gyrostats 
exécutent un mouvement de pré(*ession positif qui les ramène 
à leur position moyenne. 

Si l'action du couj)le de redressement est trop énergique, 
le véhicule franchit sa position d'équilibre et tend à tomber 
vers la gauche. En même temps la vitesse de précession posi- 
tive des gyiostats leur fera dépasser leur position moyenne, 
et le bout d'axe V/ , lencontrant le guide I', roulei'a sur ce 
dernier en provoquant le redressement du véhicule. 

11 y a deux points intéressants à noter au sujet de ce 
dispositif inirénieux. 

La vitesse» de la précession forcée -3- dépend du diamètre 

des bouts d'aibre E et E', et le travail dépensé pour entre- 
tenir cette précession est fourni par l' électromoteur même 
qui entretieîit la vitesse de l'un des gyrostats. 

Lorscjue les gyrostats s'éloignent de leur position moyenne, 
leur précessi(m (\st ac(*élérée ; pendant le mouvement de 
retour à leur position moyenne, elle est légèrement ralentie 
par le frottement des rouleaux R et R^ 
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Des indications qui précèdent, on peut déduire quelques 
propi-iétés particulières que présentera le fonctionnement 
des nionorails gyrostatiques ; ces propi'iétés ont, d'ailleurs, 
été vérifiées par les expéiiences de Brennan: 

1°) Le véhicule étant chargé brusquement d'une nuinière 
dissymétrique commence par s'incliner un peu en cédant 
au couple perturbateur, puis, soulevant le côté le plus 
chargé, il s'incline en sens inverse, de manière à retrouver 
une position d'équilibre. Cette dernière position est atteinte 
après quelques oscillations rapidement décroissantes ; 

2**) Le véhicule résiste particulièrement bien à un couple 
de déversement appliqué brusquement ; le couple de réaction 
gyrostatique développé est alors si grand que le chavire- 
ment est contrecarré avant même que le wagon ait pris une 
inclinaison sensible ; 

-T) En courbe, le wagon s'incline de manière à ce que la 
résultante du poids et de la réaction centrifuge passent par 
le rail ; il s'incline donc comme le ferait un véhicule ordi- 
naire sur une voie ayant partout le devers théorique ; 

4°) Si l'on empêche le véhicule de s'incliner jusqu'à sa 
position d'équilibre, le gyrostat oscille jusqu'au bout de sa 
course, y reste arrêté, et le véhicule se renverse. La même 
chose se produit si Ton empêche le yyrostat d'effectuer com- 
plètement ses oscillations de piécession. 

77. Etude quantitative. — Dimensions à donner à un 
gyrostat de monoraiL — Pour dimensionner un gyro- 
stat de monorail, il faut commencer par s'imposer une incli- 
naison ^> que l'on ne veut pas voir dépassée, cette incli- 
naison étant comptée à partir de l'inclinaison d'équilibre. 

Connaissant exactement le mode de fonctionnement du 
système particulier que l'on emploie, on pourrait écrire 
deux équations analogues aux équations (100) et (101), 
respectivement pour le véhicule et pour l'équipage oscillant. 
Leur résolution serait très pénible et, en général même, inu- 
tile, parce que, pour rendre les équations marnables, il fau- 
drait le plus souvent y introduire des hypothèses simplifica- 
tives pouvant dénaturer ^complètement les résultats et 
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les rendre très aléatoires. En tout cas, on n'obtiendrait ainsi 
que la loi du mouvement que prendrait le véhicule après 
avoir été légèrement écarté de sa position d'équilibre. 

On peut aussi, et ce serait plus simple, chercher à véri- 
fier si les dimensions adoptées pour un gyrostat seront suf- 
fisantes pour maintenii- les oscillations du wagon dans des 
limites ccmvenables. A cet effet, on peut étudier une per- 
turbation ' causée nar un couple bien défnii. En tenant 
compte des conditions niitiales, les équations d'équilibre 
du véhicule et du gyrostat peuvent être intégrées (au besoin 
graphiquement et par tâtonnements) . En examinant séparé- 
ment les périodes d'inclinaison et de redressement, on arri- 
vera à se rendre compte de la grandeur de l'inclinaison maxi- 
mum ^I> . Le calcul serait plus long que difficile. 

Mais pouï" procéder à un tel calcul, en quelque sorte de 
véiification. il faut s'être, au préalable, fixé les dimensions 
approximatives du gyrostat et du système accélérateur, c'est- 
à-dire qu'il faut avoir dégrossi le projet en utilisant une 
méthode approchée. 

Voici un procédé de calcul rapide, mais, il est vrai, très 
sommaire : 

Soit 4> l'inclinaison du wagon — comptée à partir de l'in- 
clinaison d'équilibre — que l'on ne veut pas dépasser. En 
l'absence de stabilisateur, à l'instant où cette inclinaison 
serait atteinte, la vitesse angulaire du wagon serait donnée 
sensil)]ement par : 

ll^] =2PL<ï> 






C'est un mininmm qui supT)Ose que le véhicule s'incline 
sous la seule action de la gravité, il faut donc prévoir une 
vitesse angulaire réelle plus grande et en appelant y^ un 
coefficient supérieui' à l'unité, nous aurons : 



{âL=^V^'- 



Le gyrostat, d'autre part, exeice mi couple de redresse- 
ment transversal 

c = Ji> -— ces ^ , 
at 
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qui pendant une excursion totale de o à Y donne lieu à une 
impulsion 



cdt = Jli I cos ']^ — . dt 



= Jl> sin W . 



Cette impulsion occasionnera une réducîtion du moment 
cinétique du wagon autour du rail, et si Ton veut combattre 
le chavirement, il importe que Ton ait 



JiîsinT>l| 



(—) 

\ dt h=^ 



Ji>sin4">x*|/2PLl . (117) 

Cette relation permet de déterminer l'ordre de grandeur 
du gvrostat JQ. capable de « négocier » les efforts stabili- 
sateurs ; il reste à déterminer la grandeur du couple exci- 
tateur à exercer, nous pouvons dîi*e oue le travail de co 
couple Ce doit être au moins égal au travail de redresse- 
ment, d'où la_condition: 

CE*'>PL^^ * (118) 

Nous savons par une remarque faite au début de ce chu- 
pitre (n" 59) que l'angle ^F ne doit pas dépasser une cer- 
taine limite, on peut considérer W comme une quantité con- 
stante pour tous les monoiails et nous voyons dès lois par 
les inégalités (117) et (118) que les dimensions des organes 
du gyrostat, pour un véhicule donné, sont uniquement fonc- 
tion de l'inclinaison maximum ^>. 

L'équation (117) n'a pas une valeur absolue, mais elle 
peut être prise comme formule de similitude pour comparer 
les conditions de fonctionnement de monorails gyrostatiques 
géométriquement semblables. 

Les quantités qui interviennent dans la relation (117) 
peuvent être exprimées facilement en fonction des dimen- 
sions linéaires X du wagon et r du gyrostat; il n'y a de dif- 
ficulté que pour $ , dont on ne peut pas dire à priori com- 
ment il vane en fonction de A . 

Cet angle doit être évalué en fonction des (toupies per- 
turbateurs agissant habituellement sur le système, et nous 
pouvons admettre qu'il est proportionnel aux inclinaisons 
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Statiques ç„ qu'il faudrait donner, en sens inverse, au véhi- 
cule, pour équilibrer ces couples. 

On tïouve facilement les inclinaisons ç,, en fonction des 
dimensions. Viw exemple, dans le cas du véhicule exposé 
à un vent de coté, la pression r du vent par m^ de la sur- 
face latéiale S sera la même pour les grands véhicules que 
pour les petits, en désignant par h la hauteur du point d'ap- 
pHcation de cette poussée au-dessus du rail, on obtient : 

% — —— proportionnel a >. 

LLJ 

iSi l'on suppose un mouvement de voyageurs d'un poids p 
se poitant d'un côté à l'autre du wagon, en parcourant un 
trajet horizontal h, on aurait : 

or, p peut être considéré conmie proportionnel à la surface 
en plan du wagon et b à sa largeur; on en déduit que, dans 
ce second cas également, l'inclinaison est inversement pro- 
portionnelle aux dimensions linéaires du véhicule. 

On peut encore considérer l'effet de la léaction d'inertie 
centrifuge dans la circulation en courbe. Soit M la masse, 
V la vitesse du véhicule, R le ravon de la voie, on aura : 

_ ML y» _ 1 y» 

^•^ PL R ^ R ■ 

IjDisqu'i] s'agit de véhicules orclinaiies à deux rails, c'est 

... y* 

le devers de la voie qui définit le rapport — ; dans le cas 

du monorail, il faut aussi du devers pour combattre la ten- 
dance au cheminement latéral, mais d'autres nécessités 

inteiviennent, et Von peut imposer (}U(» le rapport— soit 

SX 

inversement pioportionnel aux dimensions Hnéaires des 

véhi(*ules, de manière à ce qu'il en soit de même pour qp^ . 

Cela étant admis, l'amplitude des incîlinaisons variera 

sensiblement comme X"\ l'angle T des excursions des gyro- 
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stats, îiinsi que le coefficient y, seront les mêmes dans des 
appai'eils semblables, et l'équation 

Jii sin ^' = X* I/PLT (117) 

nous conduit à la relation 

Ainsi que nous Tavons déjà dit au n"* 74, c'est la vitesse 
périphérique proportionnelle à rù qui doit être constante 
pour des volants géométriquement semblables; en tenant 
compte de cette remarque nous sommes conduits à: 

é 

r* — i« . 

r3-.l8< A3. (119) 

En passant d'un appareil à un autre plus grand, le poids 
du gyrostat, proportionnel à r\ augmente donc moins vite 
que le poids du véhicule ; les difficultés d'établissement 
seront donc relativement moindres pour les grandes instal- 
lations que pour les petites. 

Ce qui semble confirmer cette prévision théorique, c'est 
qu'après avoir établi son modèle pesant 145 kilos, M. Bren- 
nan a pu construire avec succès un wagon expérimental de 
plusieurs tonnes. 

78. Application a la stabilisation des aéroplanes. 
— Le problème de la stabilisation d'un aéroplane se ramène 
pratiquement à cette double question : limiter et rendre 
automatiquement décroissants les changements d'orienta- 
tion parasites dans le plan transversal et surtout dans le plan 
longitudinal. 

Pour ce qui concerne la stabilité longitudinale, on peut 
dire qu'elle existe par la disposition même d'un aéroplane 
bien établi, l'avion, comme le navire, possédant une courbe 
métacentrique (*) ; malheureusement, la forme de cette 
courbe n'est guère connue, et Ton ne peut considérer la 



(*) Notes sur le Problème de V Aéroplane, 1908, Paris (Béranger). 
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stabilité naturelle comme effective qu'à l'égard des petits 
mouvements. 

Quant à la stal)ilité ti'ansveisale,' elle est encore plus pré- 
(îains ijiais, par contre, une défaillance dans l'orientation 
latéï'ale n'entraîne pas les conséquences d'un piquage vers 
le sol ou d'une cabrade. 

En résumé, dans les conditions atmosphériques autres que 
le calme absolu, la stabilité doit être augmentée ; actuelle- 
ment, (*e lésultat est atteint par des manœuvres de gou- 
vernails, d'ailerons, de gauchissement, etc., et l'on peut 
dire que c'est dans l'habileté de son pilote que réside sur- 
tout la stabilité d'un aéroplane. 

Nous avons vu au n** 63 la tentative faite par Regnard, 
pour substituer aux réflexes de l'aviateur un c( instinct arti- 
ficiel », par l'emploi d'un gyrostat à action indirecte. Voyons 
connnent se pose le problème si Von veut utiliser un stabili- 
sateur gyrostatique agissant directement. 

Considérons un gyrostat libre d'osciller autour de deux 
toui'illons alignés perpendiculairement à l'axe de sa rotation 
propre et supposons que l'axe de tourillonnement soit dirigé 
dans le sens de la marclie de l'aéroplane. 

Si l'appareil s'incline pour se cabrer ou piquer vers le 
sol, le gyrostat prendra un mouvement de précession trans- 
versal ; l'aéroplane étant normalement stable dans le sens 
longitudinal, on pourrait amortir son tangage en freinant 
les oscillations de précession (théorème IV, n° 68) ; ce serait 
l'imitation du procédé Schlick. En tout cas, il faudrait éta- 
blir deux gyrostats tournant et précessionnant en sens oppo- 
sés, car les remarques de Skîitsch (n° 74, note) prennent 
ici toute leur importance. 

Si l'on voulait traiter de la même manière les oscillations 
transversales, il conviendrait d'établir un second système 
analoîîue. 

Un point qui méritera toute l'attention des inventeurs est 
la nécessité d'empêcher l'intervention intempestive des sta- 
bilisateurs pendant les passages d'un état de régime à un 
autre; par exemple, d'un vol horizontal à un vol descendant 
et réciproquement. D'autre part, ne connaissant pas la gran- 
deur des efforts que devrait combattre un tel système, il. 
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est très difficile de se faire une idée de ses dimensions et 
de son poids. 

(Vs quelques indications donnent une idée des difficultés 
à vaincre poui* stal)iliser un aéroplane par l'action directe 
des réactions gyrostatiques. Nous ignorons si des essais ont 
été tentés dans cette direction ; aucun résultat, en tout cas, 
ne paraît avoir été publié. 

11 convient de citer ici les expériences du capitaine Lucas- 
(jirardville (94), dont le dispositif tient à la fois de Faction 
indirecte, en ce sens qu'il utilise des ailerons latéraux, et 
de l'action directe, puisque c'est le gyrostat lui-même qui 
exerce les efforts nécessaires à leur commande. Les gvro- 
stats sont disposés comme nous venons de l'indiquer, l'axe 
des tourillons est dirigé dans le sens de la marche ; toute 
inclinaison longitudinale de l'appareil pioduit un couple de 
réaction gyrostatique qui est transmis à la commande des 
ailerons ; les résultats obtenus jusqu'ici sont encourageants. 

Il est possible que la résistance à vaincre pour mettre en 
action les stabilisateurs joue, dans une certaine mesure, le 
rôle de frein et qu'une action directe s'ajoute ainsi à l'effet 
des ailerons. 
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